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Agrégation 1.959, 2,ème comp.. (Analyse, & probabilités) . . 

AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 

Concours de 1959. 


5322. — N.-B. — L’ordre dans lequel peuvent être traitées les parties II et III est indifférent. 

Première partie. — Le plan est rapporté à un repère orthonormé O*, O y. Son (y) le cercle imaginaire d'èqua- 
wn x + y + b - 0, ou b, représente une longueur positive donnée. On désigne par (E) toute ellipse qui admet 
le point O, origine des coordonnées, pour foyer et dont le centre admet pour polaire, par rapport au cercle (y) la 
directrice, associée à 0 ; de cette ellipse (E). . ’ 

1° Que peut-on dire de la longueur du petit axe de (E) ainsi que de la puissance du point O, soit par rapport 
au grand cercle principal, soit par rapport au cercle' directeur relatif au second foyer réel de cette ellipse ? 

Caractériser les transformées des ellipses (E) par polaires réciproques par rapport à (y). . 

2° , Montrer que, si (E) varie de façon à rester tangente à une droite fixe (D), ne passant pas par O (E) reste 
aussi tangente a une autre droite fixe (D') et que la droite qui joint les points de contact de cette ellipse Lee (D) et 
-(D ) passe par un point fixe (qui peut être à l'infini). 

Dans la même hypothèse [(E) reste tangente à (D)], • déterminer les enveloppes des directrices réelles de (E) 

à former l équation cartésienne de (E) en fonction des coordonnées 1 et [1 de son centre w. 

On suppose que l'ellipse (E) varie sans cesser de passer par le point fixe H de coordonnées h, 0 (h =4 0) Quel 
est le lieu de son centre? ' v 

„ Dans l'hypothèse h = b, construire le lieu des sommets du grand axe de (E). 

4° Déterminer et construire l'enveloppe des ellipses (E) qui passent par le point fixe H. 

.5° Les ellipses (E) dont le centre décrit une courbe (L) admettent pour env'eloppe, outre les droites isotropes du 
poin O une certaine courbe (g). (E) touche (g) en deux points M x et M, généralement distincts. Déterminer 
v ' de f^ on que la droite MjM, passe par un point fixe de Ox; à l’infini ou à distance finie. 

On choisit (L). distincte de Qu: -de façon'm,* -.M m • 


On choisit 
compose 

Deuxième partie. 


choisit (L), distincte de Oy, de façon ,que la droite réste parallèle à OÉ; vérifier qu'alors (g) 

de deux coniques. ï'&r-ü'S . 5 . '•'.v* .. • •• ' ‘ ■ 

y ' - - Lf y v2.' ", t, ’J '■ . .1} .î * .• • 

ÏXIÈME PARTIE.— L’espace estrapporté'ii un repère,orthonormé Ox,6y, Oz.'- : LÉ'L'L G- 
.'Atout point a> de coordonnées f\, p.) 0) oriqssôcie le ixrçlL(Q) -défini par Us équations * 

1° Vérifier que la projection orthogonale de, jû) (sur U çïaiï-xOy estVêuipse (E),’. de centre w, définie dans 
la première partie. Indiquer une construction géométrique simple de la perpendiculaire en ' O du plan du cercle (Q) 
connaissant le centre de ce cercle. • V ^ V l ‘ v y-' “V -v 1 : A' • , . v -• ’ f s ' /> 

2° Vérifier qu'un plan variable/passant par Vz, coupe un cercle (Q) donné, sous un angle qui ne dépend pas 

3° Lorsque le centre o> du cercle (Q) décrit une courbe (L) du plan xOy, ce cercle engendre une surface (S) 
Déterminer un système de paramétrés directeurs de la normale à cette surface en un point quelconque du cercle (Q) 

T ÏT C ° UrbeS ( . Ll) y du plan xOy sont tangentes en un point, les surfaces (S) correspondantes, 
soient (bj) et (S 2 ), se raccordent le long du cercle (Q) qui admet ce point pour centre. 

en InT/S? un P oin tiï une surface (S) associée à une courbe (L), on appelle V V angle aigà du plan tangent 
en M a (S) et du plan MOz. Montrer que V demeure constant lorsque M décrit un cercle (Q) de (S) Exprimer 
COS V en fonction des coordonnées du centre <o de ce cercle ei de la pente de la tangente en to à la courbe (L). 

[Il est recommandé de considérer (L) comme enveloppe d'une droite d’équations y. >. . . 

■ ’ L z = 0, : x cos 0 V +.'y sin 0 — p(0) i= o.] t ( ',v “ •.' A-' 

Étudier le contour apparent réel dans l'espace, relativement à la direction Oz, d'une telle surface. Vérifier aue 
ce contour apparent comprend les courbes situées dans des plans perpendiculaires à .Oz. V ' '* 

•1 T R0ISIÈ rt " E PA piE.—'Dans tout ce qui suit on considère les cercles (O) qui rencontrent la droite A d'équations 
x— b,y — 0 et la surface (E) qu’ils engendrent.'.; ^ /.* r — * 

1° Étudier l'enveloppe des plans de ces cercles et' formerl'équation cartésiennede la'surf ace (E). Étudier les 
sections de cette surface parles plans de coordonnées ^ j-■ v •>. 


■ , ■> ’• (M -. N '-' y t'i.;'..' 

..V .y.'-P-.W:. ï'f ‘ . V. ^ >. «1 ;-A 1 

y . ‘ .s - .». • y v * i * , yy 












/VI :_1 


2 ° Montrer que la section de (S) par un plan quelconque passant par Oz et distinct du plan xOz est constituée 
de Oz et de deux cercles tangents à Oz. ’ r; - • ÿ \i y. • - • < • , ' ' . ' . 

3° Montrer que (S) peut etre considérée comme lieu d’un cercle (F) tangent à Oz dont le centre décrit une 
parabole. •/•y™:*.. ' , ^ r'-.'Ffÿ-' ^ ... , • -■ 

Étudier le contour apparent de_ [Th) relativement à la direction Oz. \ 

40 Évaluer le\volume engendré par~Vintérieur du cercle (T)' lorsque celui-ci varie sur (S) -.de façon ét occuper 
toutes les positions pour lesquelles sori centre admet une abscisse négative ou nulle. \ F . 


1 . Étude de (Éjl 



Le centre ci> étant donné, la directrice, A, associée au foyer O, est perpendiculaire 
• 4 ^ V à O <3 en H' défini par ÔH .CLi = ^ à 2 ; ON étant perpendiculaire 
; ! : . à 0 «o et étant égal à ON, ‘ le triangle wNH {fig. 1) est rectangle 

en N. Le demi grand axe de l’ellipse est a tel que a 2 — coO.coH == toN 2 
et ON* — a 2 — Ow 2 == b 21 est le carré du demi petit axe b de (E). - 

(E) est ainsi définie par son centre 10 , le foyer O, le demi petit 
axe b — ON et lë cercle principal (C) (centre co,. rayon a — ON); 
A est la polaire de O par rapport au cercle (G) et la polaire de to 
par rapport au cercle (y). Les sommets de (E) sont A; A' et B, B'. 

Puissance de Ô par rapport à (G) : p = —ON 2 = — b 2 . 
Puissance de O par rapport au cercle (F) de centre F (deuxième 


v foyer) de rayon. 2a: - ) : -• ': - : ; 

'‘F 1 .:. .- 1 'si ’Ai,:' "A:■ *■■■■. o -• 


, La tangente en ;A (E) a pour pôle' A'; (E') passe par;- A-ëti' A',;, (E') est donc le cerclé (C) lui-même. 'Ay 
L’ensemble des cerclés (C) est'Celui des cercles orthogonaux à (y)';.: s : "■') V . 

2. Ellipses, (É)'. tangentes à une droite fixe (D). (fig. 2 );—Ce sont les polaires réciproques des cercles (C) qui., 
passent par le point’ Ü! pôle de (D) 'par rapport à y [ODj.OD t — — à 2 , D( projection de O sur (D)]. (C) 

^ V; . ;i ' } ;• ;> / -:v orthogonal à (y) et passant par D x passé aussi par sur 

O Di tel que OD^ODj^— b 2 . (E) est donc tangente à (D') 
polaire de Dj, c’est-à-dire à la parallèle à (D) passant par D lv 
La droite joignant les points de contact T, T' de (E) avec 
CS') (D). (D') est la polaire par rapport à (y) du point d’intersec¬ 
tion Tj des tangentes à (G) en •D 1 et D(; ce point T t 
décrit la médiatrice (S) de DjD}, sa polaire par rapport à (y) 

' passe parle point fixe K de D,D{, pôle de ( 8 ) par rapport à 
(y) ; 8 est conjuguée de la droite à l’infini par rapport à (D) 
(D'), donc K est conjugué de O par rapport à D,, Dj 




Wi 


ü 


K est à l’infini si O est le milieu de D t Dj, c’est-à-dire 
. si (D) est à la distance b de O. 1 
■ 9 Enveloppe de la directrice A. — A polaire par rapport à 

- (y) de w, qui décrit (S), a pour enveloppe le pôle de ( 8 ) par 

rapport à (y), c’est-à-dire le point K. 

Enveloppe de la directrice A'. — Soient K' et K x les symétriques de K par rapport à m et O; K x 
est fixe et K' décrit l’homothétique ( 8 ') de ( 8 ) dans l’homothétie de centre K, de rapport 2; A' est la 
perpendiculaire à K'Kj. en K', l’enveloppe de A' est la parabole de foyer K x , de tangente au sommet 8 ', 
. si K x n’est pas sur ( 8 '). 

Si K x estsur ( 8 '), ( 8 ) passe par O, qui est alors milieu de D,D(. DjDj est le petit axe invariable de (E). 
A et A' ont la direction invariable perpendiculaire à celle dé (D). 


Enveloppe de la directrice A'. 


t 










416 


AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 

* / i ' 


3. Équation cartésienne de (E) de centre &>(X, ja). 
Équation de A : Xx -f y.y -f A 2 — 0. ' ' 

Équation de (E) : 


X 1 -\- y- 


; M + A 2 ) 2 = 0, 


è i = 


X- + P-- 


' O I n X I S~{J I v o — -—■■- : 

a2 + F* X 2 + JJ.2 + i» ’ 

(E) passe par H (A, 0) si A 2 ^ 2 —-2A 2 AX + A 2 (A 2 — b 2 ) = 0. 

2 A 2 


(^ 2 :f- P 2 + & 2 ) (* 2 + ÿ 2 ) — (Xx + py + A 2 ) 2 = 0. 


» décrit la parabole (n) y>-f («_A + |) > o (,xe 0 *. sommet «), foyer (A,„\. 

Cas A = A, w décrit la parabole (II,) y 2 = 2fcc," d’équation 
polaire r = 26^^, les sommets du grand axe de (E) ont pour 



coordonnées polaires 0 , p; p = r ± r lt où 

+ b*= b* ( i cos2 6 + A - b Al + cos 2 A ) 2 _.l 

\ sin* 8 ^ y sin* 0 ’ ^-b- 

c = b Y 2 COs6 ± 1 + COS 2 Q \ 

\ sin 2 0 .sin 2 0 / ’ 


r 2 = r 2 


cos 2 8 


sin 2 8 


? i 


_ _ b (1 — cos Q ) 2 __ 


sin 2 8 b tgJ o ’ 


p 2 = b cotg 2 


, 8 


Mais p 1 (8 + ~) = — p 2 ( 8 ) ; le lieu complet (a) est donc défini 
par p = — b tg 2 — ; en coordonnées cartésiennes 

(** + y 2 — bx )* — K + y 2 ) ( x + b) 2 =0, ( X 2 + y 2 ) (y 2 —4 ix) — iV = 0 ; 

:•■/on a tracé la courbe (a) figure 3 . . • • 

-4. Enveloppé des ellipses' (E) passant par H.^ ’ ’ 

I, A 2 (X 2 + p 2 -f i 2 ) = 2A 2 AX — - A 2 A 2 + b 1 + A 2 X 2 + A 2 A 2 = (&*.+ /&)*. 


Fig. 3. 
d’où l’équation polaire 


r L’équation de (E) .s’écrit 


-VI. 


■ • \ (b 2 + AX ) 2 (x 2 + y 2 ) - 7 ^A 2 (Xx -J- py + A 2 ) 2 == 


0 , 


A 2 + AX = AXcos0 -f- Apsinfl -f. — A, A = -XcosS-psinS + * + X fc 2 _ A 2 p 2 +i 2 A 2 — .. 

■ r r A ~ r ^2 A 2 A 1 0S j 

d'équÏiorp° l lairr CtériSH,UeS ^ ^ ï» ( ’ ~ “ S 9| ~ sin 9 = 0 ° l le de ces points est la courbe 


-psin 0 -f A. 
A 


A 2 A 2 sin 2 0 


■'+ 


(1 

\ 2 2A/ ' 


r 2A1 -cos 8^V2 '2A/ li C ° SG) J r=^ë + f = Y (1- ?° s0) ’ d ’ où .7 = ^ (1 - cos 0). 

* * / 

C estHa parabole d’axe Ox, de foyer O, de sommet ^, 0 ^. - 

On voyait immédiatement que l’ellipse E est tangente aux isotropes de O, comme elle passe par H on a 
ainsi trois points caractéristiques le point .H et les points de contact avec les isotropes de O, points sur la direc¬ 
trice Xx + py + A 2 = 0; il reste un point caractéristique variable qui décrit la parabole indiquée. 

Solution géométrique. — Ia polaire réciproque de (Ë), passant par H est un cercle (C) orthogonal à (y) 

et tangent à la droite x = — ; ce cercle est tangent au cercle inverse de la droite x = c_ Èi dans l’inversion 

(O’~A 2 )> cercle de diamètre OH; l’enveloppe de (C) est formée des points cycliques, de la droite x = -A 2 

et du cercle de,diamètre (OH); (E) est tangente aux isotropes de O, passe par H, pôle de x = —-A par 

rapport à {y) et a pour enveloppé proprement dite la polaire réciproque du cerclé de diamètre ' OH par rapport 


A 2 sin 2 0 _j_ A 2 


à (y), c’est-à-dire la parabole de foyer O et de tangente au sommet la droite x = — 


• A 

■A 


-.ï 

■i 


\ -, 


s 


•, / -Y;- 




” y 


'r r . , , 

■ u,.YÉ/f ’* v • v: 


. 5 


;-, v "' ' - o.' -•■.• : : - V > ^ , .N. f ^ V 
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fex. 


r 


P: 


5. X, pi dépendant d’un paramètre, les points caractéristiques de (E) sont définis par 

, . ' (X 2 + [x 2 + b 2 ) (a; 2 + y 2 ) — D 2 =0, D = Xx + txy + à 2 , " 

' (X dX + jx djx) (x 2 + y 2 ) — D (xdX + y dp) = 0, . 

d’où ; - / . . 1 . i ‘ 

D(X 2 + p . 2 -f- à 2 ) (xdX -f yd[x) — (XdX + (xdfx) D 0. 

On obtient: 1° les points d’intersection de (E) et de la directrice D = 0, c’est-à-dire les points de contact 
de (E) avec les isotropes de O; 2° les points M lt M 2 intersection de (E) et de la droite 

. Dj == (X 2 + [x 2 + à 2 ) (x dX + y d\ x) — (X dX + (x dp) (Xa: + py -f- à 2 ) = 0, 
qui passe par &> (X, p). — ' _ ; ’ •. 

a) Cette droite est parallèle à Ox, si (p 2 -f- ô 2 ) dX —Xp dp = 0, c’est-à-dire : . 

1 ° si X = 0 : to décrit Oy, (E) a pour enveloppe réelle les droites x = ± b; . 

2 o s i‘ 1AA — - ~l x â!L ) ^.2 + b 2 = /c 2 X 2 : to décrit une hyperbole d’axes Ox,Oy qui coupe Oy aux points y — ±bi. 

* ^ A [x 2 -J- b . « ** v 

Puisque la droite Djt passe par o>, elle devient y = p si elle est parallèle à Ox; les points M„ M a sont 
définis par , . 

y = p, • k 2 (x — X) 2 —(l-f-A 2 )è 2 =0 « »" 

et, en posant k = tga, - ■ ", ■ • 

b 


X± 


sin a 


: y = p-. 


■ Le lieu de Mj, M, est formé des deux coniques représentées par l’équation - 

..v>.. • • tg 2 x ( x — -J?—) —y 2 - 6* = 0 f • . ' 

.dont les centres sont f — ~A —, û\ et. / û\, les demi-distances focales —- et les foyers 6 et 

\ sim ; / \sm a J . , |sin <x - 

f— -Mi, oV pour la première, O et f-^-y (A pour l’autre. J 

\ sin * / . \sin a / ' - ■'■ ■■ 

à) M^fj passe par le point fixe H(A, 0 ) si : , • ' . . ï ‘ 

\ \ ' ' (X 2 + p 2 + & 2 ) h dX — (X d). + p dp) (hX + à 2 ) = 0, V " ; 

à 2 - ' ‘ ■ 

équation vérifiée par X =- (h ^0) et par les fonctions p(X) ou X(p) définies par 

-■ ■ ■ ■ h ■ ■ 

. 2(XdX + pdp) _ 2 dX 


X 2 + p 2 + 6 2 




— pour k = 0 . 
h 


K (X 2 + p 2 -f à 2 ) — ^X + ^ 3 = 0, qui redonne X = 

Les courbes (L) forment le faisceau des coniques bitangentes au cercle (y) aux points d’intersection 

avec la droite x = —Pour A=l, -on obtient la parabole (TI) y 2 — 2 — x+b 2 -. — — = 0; en ce cas les 
h h h- 

ellipses (E) passent par le point H et ont pour enveloppe la parabole d’axe Ox de foyer O, de sommet 

(-?.«)• _ / . ' 

Pour X = ——, le cercle (G) passe par les deux points fixes ( —— + u, (A , ( —— — -u, 0^ avec u 2 = —+ à 2 - 
h \ h J \ h ) h 2 ’ 

(E) est tangente aux droites x = et x = , 7~ f ? qui constituent avec les droites isotropes de 

' „ , , m, — o 2 + hu b 2 4- hu r 

O, 1 enveloppe de (E). , 

Enveloppe de (E) quand passe par H(à, 0 ). — On peut chercher d’abord l’eiiveloppe du cercle prin¬ 
cipal (C). (C) est orthogonal à (y) et son centre décrit (L), bitangente à (y) aux points d’abscisse x — ^ 

et dont l’équation tangentielle est 

tn 2 [b 2 (u 2 -(- v 2 ) + (v 2 ] — (hu + w ) 2 == 0. 

Les points caractéristiques de (G) sont des points M, M' alignés avec O, de coordonnées polaires 


h ’ 




■'A ' •; ■ “ 
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( 0 , r ) ^ 0 , —; la médiatrice de MM' a pour équation a: cos 6 + y sin 0 -—— - - A = 0 ; elle doit être tangente 


à (L), on a donc 


rtv 




qui est, en polaires, l’équation de l’enveloppe de (Cj; cette équation s’écrit 

m 2 (r 2 + b 2 ) 2 — (r 2 — b 2 —-, 2rh cos 0) 2 = 0 , 

rb m(r 2 + b 2 ) + r 2 — 2 rh cos 0 — b 2 = 0 
' ■ (1 + £/ n)r 2 — 2 rh cos 0 -f (e/h — 1 ) b 2 = 0 

et devient en coordonnées cartésiennes, (1 + un) (x 2 + y 2 ) —. 2 hx + (sm_l )b 2 = 0 , 

x2 t/- 2hx — b 2 + em (x 2 + y 2 + b 2 ) = 0 , ou (1 + un) (x 2 + y 2 + b 2 ) — 2 /t (x + = 0 . 

L’enveloppe de (C) est décomposée en deux cercles du faisceau défini par (y) et la droite x = —~. 

L'enveloppe de (E) est donc décomposée en les deux coniques polaires réciproques des cercles précédents 
par,rapport à (y), coniques de foyer O, qui sont tangentes aux deux tangentes menées de H au cercle ( T ). 

D’une façon générale, l’enveloppe d’un cercle, orthogonal à un cercle fixe et dont le centre décrit une conique, 
est une quartique bicirculaire; si le cercle fixe est bitangent à la conique, la quàrtique admet les points de contact 
comme points doubles, elle a ainsi quatre points doubles et, par conséquent, se décompose en deux cercles passant 
par les points de contact. ' \ r - . - ' 


II 


; 1. Cercle ü: 

Y-; 

Projection sur 




Y •** + y 2 + z 2 — 2Xx — 2py Ÿi 2 .= 0,^ c r '/ • 

.+ *“ +- ~= ô ? ^ r Av+ a 2 ) 2 A °; • : 

cette projection est l’ellipse (E). , x AviY Y YYY’ '' \ /'Y Y YyM Y Y Y'r'Y Y Y 10 ! 'A • - 

La normale en O au Dlan 1P1 nnrf.p ic vpctPiiV rm Â a Pnmnnonnfnp /.< 1 . \T i < î î 


La normale en O au plan (P) porte le vecteur ON, de composantes Y *) ; N ? bst le point du plan 
b déduit de la projection wf de « sur ce plan z=b par rotation de —— autour de Oz. i 
Le ce rcle Ü e st déduit par rotation autour de Oz du cercle Q,, x 2 + y 2 + z 2 — 2qx — b 2 = 0 — cv 4- bz = 0 


où p == \/X 2 + [a 2 . 

2. Il suffit de démontrer que tout plan passant par Oz coupe Q x sous un angle constant. 

En un point M [x, y, z) de Q x , les paramètres directeurs de la tangente au cercle Ûj son{ 

' - ' , by + pz, b(p—x), . p(p — x). , 


Ceux de la normale au plan MOz sont y, — Xj o. 
L’angle V x du plan et du cercle est donné par 

sin 2 Vj *= _ KM y P z )y — kit —Mg ] 2 


_ = b2 (p x + b2 ) 2 


_ _ .... b 2 : 

/ ( x2 + y 2 )i{by + pz ) 2 + (b 2 + P 2 ) [x — p) 2 ] ■ (b 2 + p 2 ) 2 {x 2 -J- y 2 ) b 2 -J- p 2 ' 

V x est donc constant, donné pour X, p. quelconques par • ‘ 

' ; sin 2 V 1 ■■ 


b 2 


cotg 2 V x 


b 2 : • 


b 2 + X 2 -f p 2 

3. X et p. étant fonctions d’un paramètre t, les cercles (O) engendrent une surface définie par x, y, z fonc-' 
tions de t et d’un autre paramètre [z par exemple) vérifiant les relations x 2 + y 2 + z 2 — 2Xx — 2 yp-4 b 2 = 0 
P* — Xy + bz = 0 ; cependant que le point * == X(t), y = >(«}, z = d décrit une courbe (L) : du 'plan «Ov 
Y On a les relations ■= • .» ■ ' ■ 

(x — X)dx+ [y—p)dy + zdz—(x4X + ydp) = 0 - et p dx — X dy + bdz + * dp — y dX W 0; 
par conséquent ' - ■ "■ ■ . ■ ’ ^ V 

,, ■ ■ [xdp— ydX) [(* — X) dx. + (y — p.) dy + zdz ] + \xclX -f y dp) [pdx — Xdy + bdz\ == 0. 4 . • 


<■5 


s 


■'3 

i JJ 

■f 


-‘M 


■W 

■M 


-iC- l 






;; \ . 


i r Y v- • 

, ; > . •• 

- }' f .' ” • ■' ;-,V •. 


. ' ' , •- . • • t. /«Y i: * ' -• ; 




Wn S>É? : 

r^’ - *Æ‘'^^yJv ;>P *$ 

■ .*/,";.•■ ">• -,£•*. - -4 v'n’.'.'î': >•■.'•* ^*i'- ; '-ÿ ;..;*£ •;*’•>V -tj.. ■.>•?• .*/. ■'.!*■ ••.'.* * •'*.'. • •' • . \‘l'Y’.‘I- '• - ,*>' t V- 
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La normale à (S) en M (x,y,z) a pour vecteur directeur^Y, ZJ : ' •■ •“ ■ 

X x = (x — À) [xdp — ydX) + p(x dX 4 : y dp), Y x = [y — p) (x dp — y d\) -— h(x d'h + y dp), 

- , Zj = z(xdp —-y d'h) + b[xd\ + y dp). " . 

Pour dèux courbes (LJ, (LJ tangentes au point (X, ja), ^ a la même valeur et, en tout point du cercle (ü) 

• J ■' , , , d/ '\ .. 

correspondant, les deux vecteurs Nj^ sont colinéaires, les surfaces (SJ, (S 2 ) sont tangentes. , 

. Angle V de N 1( normale à (S) et de 'n(y,-—r x, 0),‘ normale à MOz: ; V ' . ■ Y-- 1 "; 


cosV- 


[X dX + [x dp\ 


ou, en posant 

\ 

s abscisse curviligne de o> sur (L) : 


l*iH»l VW+ 4 2 + * 2 ) (<&* + dp 2 ) 

P = y/x* + jj- 2 , R = y/X* + [a 2 -4- b 2 [rayon de (Q)], ' . 


cos V = y/ 6 * + p 2 ds = 


dR 


ds 


et, si l’on définit (L) comme enveloppe de la droite xcosô + ysinG —p (0) = 0 : 

X* + ;a 8 = p 2 + p' 2 , ds* = [p + P") 2 d0 2 ,fdc = p’(p + P ") dQ, cosV=-J^== 2 (p' =|?). , 

V est bien constant le long de. tout cercle. (Q) de (S).. ; 4 • .".. 'J . v ;.-- 

4. Pour que V soit constant en tous les points M de (S), il faut et il suffit que- • ^ 

4 ' (b 2 4'P 2 + P ,2 ) cos 2 .V—- (p* £&*) ÇOS?(V 0 , ; ;v : -;V ‘ • V ’ V ; ‘; 

» ''*,-' 5 ,$ Y ’YY i~ ' ' ' 4 .;^ / J At-i'- - ’ •> • * 

où V est donné. Posons p = shlt, l’équation différentielle devient ch 2 u l^) = ch 2 ucotg 2 V ou du=éd0cotgy 
. ' ■■ :vv \a«/ ■ d ■' ■. ^, v ’ 4 

e == ± i; d’où, u = c0 cotgy'-j- u o = ê(O — 0 o ) cotg.y,' p = bî sh A(9,—_0 o ) avec A =.cotg Y mais il est évident 

qiie la courbe (L) pour ë ==-r-1 est symétrique par rapport a O de célle obtenue pojur. s == 1 ; lècercle Q(—X,—ja) 
est symétrique par rapport à' Oz du cercle' ü(Xfpi) f:-la'surface définié'pâr p = — 6sh>(0— 6 0 ) est donc symé¬ 
trique par rapport à Os' dé la surface définie'par: p = & sh ft(0;—0 O ); : nous considérons donc uniquement (S)> 
définie par p=bshklfi — 0 O ). ■ . ■ : , ’ ( ■• . , 4 , ' 

Contour apparent horizontal de (S) (Oz vertical). . ' ; ' , ' 

Le contour apparent en projection sur xOy est l’enveloppe de, (E) lorsque (L) est l’enveloppe de 
x cos 0 + y sin 0 — p (0) = 0. Or, l’enveloppe de (G), cercle principal de (E) est la courbe d’équation polaire 

r _Jîî = 2p(0) et l’enveloppe de (E) est l’enveloppe de la droite xcos0 + ysin0 — bq[Q) = 0 avec q -i. = . 

r - ? " 

Pour p(0) = 6 sh u, u = (0 — 0 o )cotgY, on a ' , 

" . q -— 2 ?shu — 1 = 0, <7 = sha±ichu, ?i = e“, ?s = — e~ u . 

L’enveloppe de (E) est formée des droites isotropes de O et des courbes (îj et (e 2 ) enveloppes respectives de 

x cos 0 + y sin 0 — &e“ = 0 , • ' 

x cos 8 + y sin 9 + be~ u = 0 . 

\ ■ . . 

(sJ est décrite par le point x = 6 e“ (cos 0 — k sin 0 ), y = be“ (sin 0 + A- cos 0 ), ou 

be a 


- cos 0 sin (Y —0), y = e — cos (V — 0), 
sin V smV 


point de coordonnées polaires- 
(eJ a pour équation polaire 

(e 2 ) est définie par 


+ 4-v, 


be a e 0 ) _ 


sin V sin V, 


b *(0,-f+V_6,) 
r i = -r-^r r e K - ', 

sin V 


x = be ~“(— cos 0 — k sin 0), y — be ~ u (— sin 0 -f A- cos 0), 
x = — —r-;sin (0 -f. V), y = cos (0 + V), • ' 


sin Y 





(e 2 ) a pour équation polaire 
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_ ' b +- v +®o) 

. sin' V 


Géométriquement, un plan tangent vertical à (S) en M fait avec MOz un angle V constant, sa trace M'T' 
est tangente à l’ellipse (E) en M' et fait un angle égal à V avec OM; le contour apparent horizontal de (S) 
en projection est donc une courbe décrite par M' et telle que la tangente en JH' fasse avec OM' un angle cons¬ 
tant V; c’est donc une spirale logarithmique de pôle O. _ 


La cote z du point M de (S) peut s’écrire z 
OX, OY définis par , x 

■ (Ox, OX) = 0 , 


OoAOM', et, en rapportant les vecteurs aux-axes 


(OX, O Y) = +.j, 


z = — ( pq ' — qp') = b(ksh u e a — ke a ch u) 
b 

z — b (k sh ue~ u + k ch ue~ u ) = kb 


ç = 


• Le contour apparent réel de (S) est donc constitué par des spirales logarithmiques (c 1 ), (e 2 ) respectivement 
dans les plans z = — kb et z — kb. 


- Cercles (Q) rencontrant A(x = b, y = 0), perpendiculaire à xOy en H (OH = b). Le point U du cercle 
sur A a pour cote z vérifiant z -f p. = O, z 2 — 2X6 = 0; z = — (a. X et p. sont liés par p 2 = 2 Xb, X = ^-. 
1. Étude des cercles (O) (fig. 4). — Le lieu de û est la parabole (~j) dans xOy, d’axe Ox, de sommet 


O, de foyer F 



F-f,) 


. Le rayon p de (Q) a pour 


carré p 2 = OO 2 + b 2 = X 2 + 2 Xb + b 2 = (b + X ) 2 = QQ' 2 , Q' 
étant la projection de O sur A',' droite conjuguée de A 
par, rapport à la 'sphère (s) 

x 2 ~ y 2 + z 2 + b 2 = 0 , p-OÜ' = QU. . 

X ( En particulier, p = 0 si X = — b, p 2 = : —2 b 2 , p = c&j/2, 
(£ 2 ) devient la section du cône isotrope" - 

; • • ' • (x -f- b) 2 -j (y — E&iy/ 2) 2 + z 2 = 0 

par le plan isotrope. 

EtV. 2 x + y + z = 0 , bu d\fl[x + b) + (y — -ibi\f2) 4 - z = 0 ; 
cette section est la droite double isotrope 

ZdtA = y — ibi\/2 = z, 
eiy 2 


Fig. 4. 


. x — d\[2y + b — 0 , x— d^2z + b = 0 . 

De l’étude des coniques (E) faite au §1 résulte que les cercles (Q) sont tangents aux plans y = dix 
en des points situés sur les verticales y = dix, Xx -f py + 6 2 = 0, soit 


X + pe'i 


— b 2 di 
^ X + ps'i’ 


z = — bdi 


et, puisque » --, - - ^+ 3 ^) ’ - ^ + 2bdi)' -. ~ ' 

le lieu des points de contact avec le plan y — dix est la droite y = dix, z — — bdi. 

Enveloppe des plans des cercles (û). — Les plans. y — px — 6 z = 0 enveloppent le cône de sommet O, 

JL O 

d’équation x 2 + 2yz = 0, ou x 2 + y 2 4- z 2 — (y — z ) 2 = 0, cône de révolution d’axe OL (x = 0, y -f z = 0) 
et tangent aux plans xOy, xOz le long de Oy et Oz respectivement; le demi-angle au sommet est —. 

Équation de (E). — Éliminer p. entre , • 

yp 2 — 26xp — 2 è 2 z = 0 et xp 2 + 26yp — 6 (x 2 + y 2 + z 2 — b 2 ) — Q : 

[y(x 2 + y 2 + z 2 — b 2 ) — 26xz] 2 — 46(x 2 + y 2 ) [x{x 2 + y 2 + z 2 — b 2 ) + 26yz] = 0. 


z — — bdi-, 
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(S) est du 6 e degré, admet l’axe. Ox comme axe de symétrie, pile admet comme lignes doubles : l’ombilicale, 
l’axe O z et, comme il résulte de l’étude des cercles (û), les droites isotropes !.. . ! 

s ■' •' \ *■ • . ?-±J==y —eéiv /2 = 3 - . • : - / ; 

• * sl V / 2, : . . Av ■ • , -, - , 

Sections par les plans de coordonnées : . . , ' , 

x = 0 : , y 2 [(y 2 + z 2 — 6 2 ) 2 — 86 2 2 /z] = b; A. (y 2 + z 2 +46% — z) 2 = 0 ! 

y 0 (Oz. droite double); cercles y 2 + z 2 ± 2b(y — z) -f b 2 = 0 , „ 

tangents à O z (z = 6 . et z — — 6 ) et à Oy (y = ~r—b et y = b) : ^ ; 

, y = 0: x 2 \bz 2 — x[x 2 + z 2 — ô 2 )] = 0 : Oz.A droite A; cercle x 2 + z 2 Vf bx === 0 . : .. •- 

làO: Cercle x 2 -f y 2 — b 2 = 0 et ï . y 2 (x 2 .+y 2 — b 2 ') —- kbx{x 2 '+ y 2 ) — 0, <v \ ; 

‘i courbe lieu des sommets des grands axes de (E) (I, 3°). . . .... V 

1 La figure 5 sur laquelle on suivra facilement les résultats obtenus est une épure où le plam xOy est hori¬ 
zontal et. yOz frontal et où l’on utilise une projection frontale auxiliaire sur le plan vertical XOz. 

2° Section de (S) par un plan passant par Oz. — Cette section est une courbe de degré 6 décomposée en la 

' droite double Oz et une courbe de degré 4 quia 4 points 
doubles, les points cycliques et les points où les isotropes 
doubles de (E) coupent le plan et qui, par conséquent, 
est elle-même décomposée en deux cercles qui ont en 
commun les deux derniers points doubles indiqués; chacun 
>. dé ces cercles coupe le plan xOy en un point $ sur le 
’ 1 cercle^ (0,s 6 )"~ et un point a sur la courbe (a). L’équa¬ 
tion dé ld section dans son plan XOz est, en appelant 0 
l’angle t. (Oa;, OX), obtenue en faisant, ; 

x -XcosO, . .. 2 / -- X sin 0,- ,' z == Z, .À' -■>,*; 

y - dans l’équation de (E) A' •, ’ -A ’-j 

| [(X 2 -F Z 2 — 6 2 )'sin 0 — 26 Z cos 0| 2 y. ' f - 

: i L; ’ — 46X[(X 2 -f Z 2 — ' 6 2 j cosO + 26Zsin0] = 0, 

ou, en posant , ’ ; V- Z... • -, 

X*'+Z*+V=sj : X'+Z sin 0 — 6 cos 0 = f, ' N 
s 2 sin 2 0 — 4 6 s P cos 0 — 4 6 2 P 2 = 0, . .. > ‘ i 

(s sin 9 — 26 P cotg 0 ) 2 
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Fig. 5. 


on a les deux cercles (I\) X 2 -f Z 2 -f 6 2 ■ 


r ssi „ 8 _2»Eiii2»ja 

, . L sin 0 , 

2bP = 0 , (r 2 )X 2 + Z 2 + 6 2 + 


j |~ssin 0 + 
26P 


= 0 , 

sm z t) 

26P(1 — cos 6 )~| _ 


0 


sin 0 

= 0 , qui se coupent aux 


1 — cos 0 1 + cos i 

points X + Z sin 0 — 6 cos 0 = 0 X 2 + Z 2 + 6 2 = 0; ces points sont bien les points où le plan coupe les isotropes 

doubles de (S) definis par X cos 0 -f 6 = si y/2Z, Xsin 0 — bû\/2 = Z 

sin 0 -f cos 8 e£ y /2 cos 0 


qui vérifient 
et 


X(cos 0 — et y/2 sin 0) = 6 , Z = —6 
6 (l — sin 2 0 


X -f Z sin 0 
X 2 + Z 2 = 6 2 ; 


cos 0 — si y /2 sin f 
i y /2 sin 6 cos 0 ) = b cos 0 


b 2 . 


Les deux cercles 


cos 0 — si y/2 sin 0 

1 + s in» 8 — 2 cos 2 9 + 2 si j/2 sin 6 cos 0 
(cos 0 — y/2 sin 

(1 —cos 0) (X 2 + Z 2 + ô 2 ) — 2 6(X + Z sin 0 — 6 cos 6) = 0, 

(1 -f cos 6) (X 2 + Z 2 + 6 2 ) + 26(X + Z sin 0 — 6 cos 0) = 0 

coupent Oz aux points de cote Z telle que . Q - 

(1 _ cos 0) (Z 2 + 6 2 ) — 26Z sin 0 + 26 2 = 0, ou /z sin y — 6 cos — j =0 et ^Z cosy + 6 sin yj = 0; 

sont tangents à OZ aux points T x = 6 cotg —^, T 2 ^Z= 6tgy^. 


ils 


I 
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Les équations des cercles relativement à O xyz sont : 

(1) x sin 0 — y cos 6 = 0,’ (1 — cos 0) ( x 2 + y 2 + z 2 + b 2 ) 


■b cos6 


H 

(2) a; sin 0 — y cos 0 = 0, " (1 + cos 0) ( x 2 + y 2 + z 2 -f- b 2 ) + 2b + s sin 0 — b cos 0^ = 0. 


/ + s sin 0 • 

\cos 0 


Les équations (2) se déduisent des équations (1) par 6 8 -f on a donc, en prenant les équations (1) 

tous les cercles (T) dont le centre r (x — — — , y — - — s * n ^ n décrit la parabole (II 2 )ÿ = z, y 2 = 2bx + b 2 

\ 1 — cos 0 1 — cos 8 / 

‘. b). 

b 


1 — cos 0 1 — cos 0 

dont la projection (II 2 ) sur xOy a pour foyer O et pour directrice k'[x = 

(S)’ est donc engendrée par le cercle du plan XOz de centre X = -^-(l + u 2 ), Z = bu, en posant 

u = cotg -y de rayon -y (1 + u 2 ) ; il est donc défini par X = b(l + u 2 ) ^ Ldl_ggi? ^ , Z = bu + Y 11 ^ sin <p 


ou, en posant tg = v, x 


blu 2 — 1) 2 bu'. 

_1_:_ L . ni — -- r. : 


1 + 


y 


1 + V 2 


( •i 4. u 2 \ 

u -f v ———. On a ainsi une représentation 


rationnelle en (u, v) de (X); les courbes u = Uq sont les cercles (T); la courbe v = p 0 = tg est le lieu du 
point M de (T) tel que (TT, TM) = -Sël, la tangente à (L) en M faisant l’angle o 0 avec O z. 

Contour apparent horizontal de (S). —Ce contour comprend le lieu des points Y de (V) où la tangente est 
parallèle à Os, c’est-à-dire O z et la courbe v — 0, x = 6(1 — u 2 ), y = 2 bu, z — bu, parabole y — 4s = 0, 
x 2 -f y 2 = [x — 2b) 2 parabole dont la projection sur yOx a pour foyer O et pour directrice x — 2b. Cette 
parabole (II 3 ) est déduite de (n 2 ) lieu de P par la transformation x' = 2x, y' = 2y, V = z, comme il était 
évident géométriquement > . , ' 1 

La projection sur xOy est bien la parabole trouvée (I, 4) comme enveloppe des ellipses (E) passant par 

H (M). . .... ' ' Y ' - 

. ■ 4. Volume V engendré par (T) quand T décrit l’arc de parabole défini en coordonnées cylindriques 0, r, s 
par r = 


h ' mû q_ 

— -,, z — b cotg —-, 42 < 0 < — ; les cercles (T) obtenus pour 0 = j: — a et 0 = - + a sont symé- 

- cos 0 2 2 .2 ;•.r..,; : .- 


triques par rapport à Ox\ V = Vf x , Yi étant le volume engendré par (rj lorsque -y<e<- 

- -Yf :/'.'V v ‘-^ 

» : , <;•*. v*... ’ 2 ’ ' 1 2 - •' 

V ’kb* r u r 2\2 j xb z f ‘ ', 2 u 2 . u s \‘ 7 jî m T ' 14” 

v ‘~rJ. ,, + f yiu -ji u + T + 7) f ~ü ,f - . v -w* 

Assez bonne solution de M. Quintard, Les Sables d’Olonne. 


Jean-Claude MARTINI. 


EXAMENS ORAUX DE L’ÉCOLE POLYTECHNIQUE (1960) 
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MATHEMATIQUES 
Questions posées. 


Les questions orales du concours d'admission à l’École polytechnique eh 1960 publiées dans la Revue sous 
les numéros 18800 et 18804 seront résolues dans l'un des prochains numéros. Nos abonnés peuvent, jusqu’au 
31 décembre, nous faire parvenir leurs solutions. - - . ... • 

Algèbre et Analyse. ' 

1 ' ' _ 

18799. — Étudier les solutions positives de l’équation sin x — — Développer x 2P . et x 2 p+i suivant les puissances de 
jusqu’à l’ordre 3. 

' x 2 

800. — Étudier les solutions positives de l’équation tg x = ——. Développer la n iÈrae solution, x„, -suivant les 


puissances décroissantes de n jusqu’à l’ordre 3. 


:. ; x + 1 


■i ■ 


\ - . ■/ 


.K''-"' 


■ ■ l . ' " - - • 


- v . ' -/■ - ) . "'r' ; v 


•. t. v"-.. 





sont - située?.dans im plai^d^niiéî on^su^, 

fei^^i-tw^plàn^rient^et une unité dé;iongueur çhmsiè;;l’unité d’angle est le radian, v ; - _ ^tifïtil^ deux cerclés 
Les parties P IIIIi; IV font intervenir; dans des conditions qui seront précisées en temps utile, deux cercles 

„ Oh ânneiler^'tAWet'/(A')f ces cercles, et, respe. 


n& 

.,k\ 


MM ; F < ^ ^“^Sst^&erbole. DéSiiei? le dianièfreconjugué D de la direction- OX v par .apport 
";v ? . : : : FoSRation cartésienne:dei; (H)f par rapport;à un repère,dont les axes sont portés par.les ; droites^ 

- ’ ' : ' "‘30 pour quelles positions de M la droite associée A est-elle une asymptote de (H)? ' • n y 

^ Commentdoit-on choisir deux points M x et Mj de (A) pour que les droites associées A x et A a se coupent 

ou bien en un point de la droite OX, - ... ■. -• , . 

’ ou bien en un point de la droite D? V ; . . „ 

II — Les deux cercles donnés (A) (A') ont des rayons inégaux (R' ^ R) et ont en commun im p°mt S 
On dïgne pi S' le symétrique de S par rapport au milieu O du segment AA' et par I le symétrique d 
S par rapport à la ligne des centres' AA' (I peut être confondu avec S). 

A tout point M de (A) on associe le point M' de (A) tel que (SA, AM) + (SA , A M ) • 

, Démontrer géométriquement que là médiatrice A du segment MM' et le cercle (ou la droite) défini pa 

les trois points I, M, M', supposés distincts, passent tous deux par le point S . 

IH. _ 10 On donne un nombre positif k, différent de l’unité, un point o et deux axes , ou, ov, défmissan 
U “ r On r ap^è^)K^ 0 faa^omat!oh ponbtaeUe qui,, au point P ayant pour coordonnées u, p, fait corre! 
■ ^HteLÏw c^. Démontrer que, si P" est le symétrique de I 

par rapport à ou, la médiatrice du segment PP' est la transformée de la médiatrice du segment PP ^ dans ur 

affinité orthogonale ‘ayant pour base ou; calculer le rapport de cette affinité (on suppose ici P différent 
' ' 2° Conservant les mêmes notations, on définit deux cercles (A) et (A') de la façon suivante : le cerc 

est donn^nTpassant pas par o,, et son centre A est distinct de o; le cercle (A') est le transformé de U 

par - - - - 


( s;:,- 


: f^c* 
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On appelle M un point quelconque de (A), M' le transformé de M par (S) et A la médiatrice du segment 
MM' (M, M' distincts). Comparer les angles (ou, AM) et (ou, A'M'). 

Démontrer que l’enveloppe de la droite A, quand M décrit (A), est une conique (T) qui peut être déduite 
le la conique (I\) dont o est un foyer et (A) un cercle directeur, par une transformation (T) produit de deux 
iffinités orthogonales ayant pour bases ou, uc; calculer les rapports de ces affinités. 

Quel est le centre de la conique (T)? Démontrer que la polaire du point o par rapport à (V) est l’axe radical 
les .cercles (A) et (A'). . .. J. ' • v - - .- 

IV. —On donne un nombre réel {3 et les deux cercles fixes (A) et (A'). On appelle Ox l’axe porté par 

la ligne des centres A'A,‘ tel que OA = a et Oy l’axe défini par (Ox, Oy) = + ; on définit ainsi un repère 

orthonormé, permettant de considérer chaque point Q du plan, ayant pour coordonnées x, y, comme l’image du 
nombre complexe z — x + iy, les centres A et A' sont, en particulier, les images des nombres réels a et— a. 
1° A tout point M de (A) on associe le point M' de (A') tel que 

(Ox, AM) -f (Ox, A'M') = 20. - 

Montrer que les affixes m et m' des points M et M' sont liés par une relation de la forme 

(m — a) (m 1 + a) — K, 

K étant une constante complexe, que Ton calculera'en fonction de R, R', (3. Cette relation est-elle équivalente 
à la relation angulaire associant M' à M? / - 

2° On considère alors la transformation qui fait correspondre à tout point Q, autre, que A, ayant pour 
affixe z, le point Q' dont l’affixe z' est défini par . ' ■ y • -, 

c;; ' - (z— -a) (z' + a) = K, •„ >' 


K pétant la constante qui. vient d’être calculée/ -^ 0 %. ,' r •’>. «y r _- 

; ? Cetté transformation admet deux points doùbles, en générad distincts, F et F'; soient f et f leurs affixes. 

Démontrer que, si F et F' sont distihcts, les' rapports tScrÇS! et isont indépendants du point' Q. 

. V*-' .A *Q .b Q ■■ ,QQ •- : '.,- 

" l 'Vn 5 F' distincts,"démontrer qué> pour tout point 'M du cercle (A), .les rapports 

sont constants. « >.? A' • ’l 


::3° Supposant toujours F., et 


MF . MF 


M'F.M'F'. 


".'MM', • . MM' . ..... ..... ... . . 

On désigne par N et N' les projections orthogonales de , F et F' sur la médiatrice A du segment MM'. 

Démontrer que le produit FN.F'N' a une valeur constante, K' -(on pourra, par ëxemple, utiliser les différences 
FM 2 —FM' 2 et F'M 2 — F'M' 2 ). Calculer K'. ~ ' . V 

'On suppose K' ^ 0; quand M décrit (A), la droite A reste tangente à une conique, dont on déterminera 

le cercle orthoptique. - .■ *. 

On suppose K'= 0 ; montrer que les cercles (A) et (A') sont sécants ; étudier la figure formée par ces cercles 

«t les points F et F'. - . • " . 

4° On suppose RR' = a 2 , R'^R et p = ; les points F et F' sont alors confondus. 

Démontrer que les rapports et sont constants. - ■ , 

; 1 MM' MM' / • 

Que peut-on dire de la médiatrice A, quand M décrit (A)? ' . 

' y. — Quelles relations peut-on établir entre .les diverses parties du problème qui viennent d’être traitées, 
notamment entre les parties II et III et la partie IV? , i ' \ 

; En particulier, peut-on appliquer à l’étude de la conique (T), définie dans la question III, 2°, certains des 
résultats obtenus dans la partie IV? ’A-Av .■ r \ ■ ' . ■ , v -' v y a / A ' ■ , ■ 

Analyse. . , A . • l ... 

■ 5386. — Avertissement. — Les parties I et II sont indépendantes. 

Tous les éléments considérés dans le problème sont réels, .y : v r :- . -, 

Ayant choisi, dans le plan, deux axes rectangulaires x'Ox, y'Oy, on note to le demi-plan ouvert-défini par 

2/ > 0 : tous les points et courbes considérés dans le problème sont dans ce ..demi-plan. -y 

• On rappelle qu’un arc de Jordan, dans le plan, est défini par une représentation paramétrique x = x(t), y — y[t), 
où les fonctions x(t), y{î) sont définies et continues sur un intervalle borné fermé; on supposera en outre l’existence 
iét la cohtinuité des dérivées x'[t), ÿ'(t) dans le même intervalle borné, fermé. ’ ., \ f , ^ V vy ; - ■ V 


. f -, 






a v " 

^ y.vv ! : ’ * 


<'??<* 
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Position d’un problème de variations. — On donné', pour y > 0, une fonction f{y), à valeurs fîmes et stric¬ 
tement positives, continue et pourvue de dérivées première et seconde continues. 

On note : . 

C un arc de Jordan, d’extrémités A et B, tracé dans to : 

s l’abscisse curviligne, comptée de A vers B, du point courant de C; • 

I (C) l’intégrale curviligne J f(y)ds, prise le long de C. 

Le problème consiste à choisir C,. lorsque les points À et B sont donnés, de manière que l’intégrale I (C) 

soit minimum. - * « 

» * . ' / ' ... • •. 

Rappel de résultats classiques. — Les candidats utiliseront, en les admettant, les indications suivantes, qui 
reproduisent les résultats classiques du calcul des variations, adaptés au présent problème : - 

1° Une condition nécessaire pour que I (C) soit minimum est que C soit une courbe intégrale de l’équation 
d’Euler: : ■ • " • 


f(y) _ 


t/i + y ' 2 


= const. 


on appelle extrémales du problème les courbes intégrales de l’équation d’Euler. 

2° Indications utiles seulement au 1,7° et au 11,5°: 

a) On dit qu’une famille d’extrémales issues d’un même point A est un champ d’extrémales dans un domaine 
A du plan, si chaque point M de A, de coordonnées x, y, est joint à A par une extrémale unique de la famille, 
dont la tangente en M a pour coefficient angulaire une fonction de x,. y continûment différentiable dans A; 

b) On donne deux points A et-M„,,un arc de Jordan T issu de M„ et un champ d’extrémales issues de A 

dans un domaine contenant T; pour chaque point M de T, on note T M la partie de T comprise entre M„ 
et M et C M l’extrémale du champ qui joint A et M. Alors la différence I (r M ) — I (C M ) est fonction croissante 
de l’abscisse de M, lorsque celle-ci est supérieure aux abscisses de A et M 0 ; plus précisément, cette fonction 
est strictement croissante si les courbes C M et T M ne sont pas tangentes en M; par contrej elle est constante si 
les deux courbes sont tangentes en M pour tout point M' de'IV . - 

I- — 1° Déterminer la fonction / pour que les Homothéties positives, centrées sur Va;, conservent l’ensemble 
des courbes extrémales dans w. . ;■ ' • - ' ' ... xV v - V‘ ; V . 

2° Pour cette deuxième “(juestion, on prend f(y) == \Jy\ indiquer la nature géométrique des extrémales; 
un point A de o> étant donné, montrer que le nombre des extrémales joignant A- à un point quelconque. B de 
u dépend de la position de B par rapport à une courbe E, que l’on précisera. Montrer que toutes les extrémales, 
non dégénérées, passant par A, sont tangentes ou asymptotes à E. 

3° Dans toute la suite de cette partie I, on prend f(y) —y m , m étant un nombre quelconque supérieur ou 
égal à 4 [m 1). . , 

Donner la représentation paramétrique des extrémales, en adoptant sur chacune d’elles le paramètre t tel 

que tg« = Indiquer la forme des extrémales et préciser la nature de leur branche infinie. 

dx 2 

Étant données deux courbes extrémales distinctes, G et C', montrer que, en général, elles se correspondent 
dans une homothétie positive centrée sur x'x; en déduire que G et G' ont exactement deux points co mm uns, 
sauf quelques cas d’exception, que l’on précisera. 

4° On considère, en particulier, les extrémales passant par un point A donné dans u : prenant, pour sim¬ 
plifier, 0 et 1 comme coordonnées de A, écrire la représentation paramétrique, en fonction de t et 0, de 

l’extrémale Co passant par A, dont la tangente en À a pour coefficient angulaire tg0 ^|0| < . 

Montrer que les courbes Gî ont une enveloppe É, chacune d’elles, sauf une, touchant E en un point unique 
T, de paramètre t — t( 0) sur G?, de coordonnées u(0), p(G). 

Indiquer le sens de variation des fonctions t(6), u( 0), p(0). 

5° Former une équation différentielle du premier ordre, à variables séparées, admettant la fonction x(0) 

comme solution particulière; en déduire le comportement de x(0) quand 0 tend vers 0 ou rh —. 

2 

Montrer que u{0) et p(0) sont infiniment grands quand 0-^0, infiniment petits quand 0->±— et 

2 

trouver, dans chacune de ces circonstances, la partie principale de v en fonction de u, en distinguant les cas 
m > 1 et m = 1. 

Indiquer la forme de la courbe E. 
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6° Étudier les variations de la fonction 8(0), ordonnée du point où 'Co coupe une droite donnée x = y. 
En déduire que les courbes Co sont toutes dans une même partie P de w limitée par E et que tout point B 
de P, non situé sur E ni sur O y, peut être joint à A par deux .extrémales C lt C 2 ; on notera C 2 celle qui 
touche E entre A et B. 

“7° Posant p ——établir les inégalités , 
m + 1 

I (CJ < I (C 2 ) < I 2 p. 

Montrer que, pour tout arc de Jordan T partant de A et rencontrant E, on a T (r) > p. En déduire que 
P contient le disque de centre A et de rayon 2? — 1 et que, pour tout point B de ce disque, l’extrémale Ci 
réalise bien le minimum de I (C). 

II. — Dans cette dernière partie du problème, on se propose de choisir la fonction,, f de manière que deux 
points quelconques de co puissent être joints par une extrémale et une seule; pour cela, on impose à la fonction 
f(y) les conditions suivantes : 

a) 'comme il a été dit dans l’Introduction, elle est, pour y > 0, finie et strictement positive, continue ainsi 
que ses dérivées première et seconde; 

b) elle est strictement décroissante et tend vers'O quand y -> + °o ; 

c) la fonction est strictement croissante. 

M pr A 

On pose lim/(y) ~X et lim *-120. = _ p, \ pouvant être fini ou valoir + co. 

y->0 • y->+=o J (y) „ 

■ lo Dresser, pour 0 < z < X, le tableau de variation de la fonction y = g[z), inverse de la fonction z =. f{y), 

et celui de la fonction h(z) — —zg'(z). r ; ; . .. 1 . -, . ■ 

2° Écrire, à l’aide des fonctions g et h, la'représentation paramétrique des extrémales, en adoptant sur 


chacune d’elles le paramètre t tel que. tg t = — ji| < 

. *4?-*- • -dx . . M 

. • v * . î r . •• l *■ '• 




U itMivi uwnui* v*v V* - t . • . i f . , r . ,. , «. , ^ • 

v . - 3° Étant données deux'courbes extrémales distinctes C et C', montrer qu’il y a au plus une valeur x x telle 
/, que C et Ç' aient des tangentes parallèles' en leurs points d’abscisse a*;' en déduire que C;.et G' ont au plus 

f j^dèux points communs. ; " J . AV-'- T--J? • 

• /'Montrer que k (C) < A (G') entraîne l (C) < l \ G') ; en déduire que les courbes’ C et G' ont au plus un 

point commun et ne sont pas tangentes. ' . , ' 

4° On considère, en particulier, les extrémales passant par un point A, donné dans w, de coordonnées a, p,; 
prenant, pour "simplifier, « = 0, /(p) = 1, écrire la représentation paramétrique, en fonction de t et 0, de 

"l’extrémale Ci, passant par A, dont la tangente en A a pour coefficient angulaire tg0 (l°l<y)- 

. Quelles sont les limites, quand 0->±^-, des points d’intersection de Ci avec x'x? 

5° Dans le cas p. = .0, montrer que deux points quelconques de u> peuvent être joints par une extrémale 
unique, qui réalise.bien le minimum de I (C). ' . 

Dans le cas p. > 0, quel est le lieu des points de &> qui peuvent être joints, par unë extrémale, au point 
donné A? • " • . ' \ ' ■ ‘ 

■ * . ...... Mathématiques appliquées. ... .. • V 

5387 _N.-B. — Il n’est pas nécessaire d’avoir traité la partie I du problème pour aborder l’étude de la partie II. 

’ ’ La présentation des calculs constituera un élément d’appréciation des copiesi 

I. — 1° Intégrer l’équation différentielle •• x ' 

' ■ (1) x (yy" — 3y' 2 ) — (2x* + l)yy'= 0, -' V, ' .' 

y désignant une fonction réelle, dérivable, de la variable réelle x, et y', y" étant les dérivées première et seconde 

■ , de y par rapport h x. ' ' : • , ; 

' : Montrer que toutes les fonctions y, solutions de (1), autres que la solution y = 0, peuvent, être définies 
'‘.‘par une relation de la forme . 

... ■' (2) : . / -3 = À/( a; ) +B, ' A, 




Ht-, 




^ , ,-Av'. ''V'- c ifv‘ u îf< 

; r - - \ ' V' f.b -, " 7 

v ; - * ' ’■ •' ^ V ; 
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■ ” \ ■' ‘ 1 ' agrégation DES SCIENCES MATHÉMATIQUES ,- 1 ; - : ' 

'■ . “ \ ' • '-' R' -. ', ' ‘iqft fay ' ’ ' ; ’-f ■' •■ - ' '!'■ V-.': 

/(x) : étant une fonction telle quë /(0). =' 1 et 7(1) = e (e désignant la base des logarithmes népériens) et^A' et 
B, deux constantes. Donner l’expression explicite de la.fonction f(x) et préciser les conditions in g î qui 

doivent être imposées aux constantes A et B. ... . ’.uMr .•• . , . _ 

■ ' 2° Dans un plan rapporté à un rèpère cartésien orthonormé (origine O, axes Ox et O y), on désigné pai 

(x, y) les coordonnées d’un point quelconque et par (R) ‘ îa région pour laquelle l’ordonnée y est positive. Or 
considère, dans ce plan, les.courbes intégrales de (1) représentant les fonctions positives y définies par la relation (2) 
correspondant aux diverses valeurs possibles'des constantes'’A et B. Soit (F) l’une de ces courbes. - 

Quelles conditions doivent vérifier les constantes A et B pour que la courbe (r) correspondante adme < 

des points d’inflexion? . ' .;V- ■ ■ '.~?S - . m . , L nn . 

_.V;, On donne, dans la région. (R),, un point P par ses coordonnées ( x 0 ,y 0 ). Existe-t-il une courbe (r) admettaii 
P comme point d’inflexion? Exprimer, en fonction de x Q ,y 0 , les constantes A et B correspondant à une tell 

3° On appelle (r o ) la courbe (T) correspondant à B = 0, A = 1, et (F) et. (F') les deux familles d 
courbes (r) correspondant respectivement à B = 1 et fi = —1, A restant variable. - 

Indiquer la forme de (r 0 ), ainsi que les diverses formes possibles, suivant les valeurs de A, des courbe 
de (F) et.de (F'); on demande seulement un tracé sommaire faisant apparaître l’existence de branches infimes 
de points d’inflexion, de points où la tangente est parallèle, à Ox. ,■ ., .. 

Déterminer le lieu des points d’inflexion dès courbes des familles (F) et (F') et indiquer la forme de ce lier 

(Les tracés demandés ci-dessus ne doivent pas être faits sur papier millimétré.) . ' ' 

Par quelles transformations géométriques simples peut-on déduire toutes les courbes intégrales de (1) e 
courbes (r) qui viennent d’être étudiées? ' 

II.. _ Les notations restant les mêmes, on considère la'fonction - . 


g[x) 


W - ■ 


- , : v : 4 .. /iw> - , - • ■ 

V *=4*^ ■ J;:-. : -y-- r : -... •. . 

- ÿ: (Pour éviter toute confusion, on précise que la notation}]e>pl représente le nomhrè e élevé à la puissance x* 

On appelle (G) la courbe définie, dans un repère cartésieu. orthonormé, par l’équation y = g[x). On se propo: 
de calculer une valeur approchée de l’aire limitée par la courbe, (C) et les axes Ox, Oy et mesurée par 1 in gra 

?p‘0(3.:y ymy: 

. °: - Montrer que l’intégrale ; J’ + °° 'g(x).dx à un'sens ; soi^ S sa valeur numérique. Désignant par « un nomb 
positif,'calculer une limite supérieure de l’erreur commise lorsque l’on prend comme valeur approchée de S l’mt 
grale f* g{x).dx. On utilisera la remarque suivante : 
pour x > a, on a g(x) < 


ax 
" 2 


- A et, a fortiori, g{x) '<! 2e 
y/l + e** ' • Ç • 

Quelle valeur entière x 0 suffit-il de donner à a pour que ladite erreur soit inférieure à 0,001? 

2o On appelle » l’aire limitée par la courbe (G) et mesS^e par l’intégrale £° g(x).dx. Son calcul estpropc 

au paragraphe 6°' Dans ce but, calculer, avec la précision quÿ’on estimera nécessaire, des valeurs approchées c 

nombres g(— k prenant toutes les valeurs entières de’JJ à 2a 0 . 

3 o Calculer les valeurs décimales, approchées par défauts 0,01 près, des coordonnées du point d’inflexi 
K de (C) dont l’abscisse est positive et de la pente de la tangente d’inflexion correspondante. 

40 Soit S le point de (G) situé sur Oy; former l’équation de la parabole (A) ayant pour sommet S, p 
axe la droite Oy et admettant en S le même cercle osculateur que (C). Montrer que cette parabole coupe I 

en un point Q dont l’abscisse est positive; placer ce point par rapport au point d inflexion . 

5« Construire, sur papier millimétré, en utilisant les résultats précédents, l are de ( ) 0 P 

0 < x < a 0 , et l’arc de la parabole (A) correspondant à ar > 0, y > 0. (On prendra comme unité de., ongut 

d centimètres ^ ttra ^ ^ suite de s calculs et raisonnements, que l’on peut, sans erreur sensible, confondre 

point d’inflexion K avec le point K' de (C) dont l’absciçse est 1,5. ' 0 , ano 

On cherchera un encadrement de l’aire a définie au paragraphe 2°, au moyen d aires de trapèzes rectang 
inscrits et exinscrits à la courbe (C) ; ' on prendra des trapèzes ayant pour hauteurs 0,5 et 0,2o et dont les ai 
peuvent être calculées en utilisant uniquement les résultats numériques déjà obtenus. 
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Montrer, sans effectuer de calculs numériques, que la différence entre les sommes des aires des trapèzes exins- 
fcrits et inscrits dans l’intervalle O ^ x ^ 1,5 peut être représentée simplement par l’aire d’un triangle rectangle 
• ayant un sommet en K'. Évaluer cette différence. Faire de même pour l’intervalle 1,5 < x < a 0 . Que peut-on 
déduire de cette étude? 

Donner une valeur approchée de l’intégrale S et apprécier l’erreur commise. 

Mécanique générale. 

5388. — On se propose d’étudier quelques propriétés d’un système gyroscopique conçu pour renseigner sur 
la direction du Nord géographique en un lieu donné de la surface de la Terre. 

Celle-ci, qu’on supposera sphérique de centre T, de rayon R, est animée par rapport au système trirectangle 
direct TÇjT,^ dont les axes ont des directions invariables par rapport aux étoiles, d’une rotation uniforme portée 
par TÇ lt de mesure 


Q = 


2 - 


86 000 


rd/s. 


Relativement à un système trirectangle positif lié à la terre, la position d’un point O à sa surface 

est repérée par les coordonnées géographiques usuelles, la latitude X, ou angle que fait le segment TO avec le 

plan équatorial Tfri (— — <X<—, X > 0 ou <0 selon que O appartient ou non à l’hémisphère Nord), 
V ■ 2 2 

la longitude L, ou angle des demi-plans PP'? et PP'O, PP' étant la ligne des pôles portée par TÇ X . 

On définit au point O le repère O x{y x z x trirectangle positif tel que 0% soit tangent au parallèle du lieu, 
que O y x soit tangent au méridien et dirigé vers le Nord, que Oz x ait la direction de la verticale ascendante. 

A ce sujet, on fera l’hypothèse que l’accélération de la pesanteur g, qui, on le rappelle, est la somme géomé¬ 
trique de la force d’inertie d’entraînement due au mouvement de T?^ par rapport à TçpaiA et de l’attraction 
exercée par la Terre sur la masse unité peut être représentée dans le voisinage du point O par le vecteur 

-ff . ; sr = — g-*i, ' f a .• l .V '. 

(g — 9,8 m/s*, zq vecteur unitaire de l’axe Oz x ). Il est en outre précisé que le système T^tix^ peut être considéré 
‘ comme galiléen et que les actions des astres autres que la Terre sont négligeables. *• ; 

> . . Soient Ox et Oz les axes respectivement déduits de Oxx et Oz x par les rotations d’angle <}> et 0 autour 
de Oz 1 et O®, puis Oy tel que le repère Oxyz soit trirectangle positif. A - v \-.v■ 

V.. Le système gyroscopique S, de masse,totale comprend deux parties : . ; . . , ' • 

■ le cadre, solide mobile sans frottement autour du point O, a pouf axes principaux d’inertie en ce point Ox’, 

O y, O z', formant un système trirectangle positif, et pour moments d’inertie associés Â t , B x , C x ; . 

„ le gyroscope proprement dit, solide homogène de révolution autour de Oy a pour centré d’inertie le point O 
et pour moments d’inertie B 0 par rapport à O y et, A 0 par rapport à tout axe perpendiculaire en O à Oy. On 
pourra utiliser, s’il y a lieu, la notation ! ' 

A = A 0 + A x , B = B 0 +B x , C = A 0 + C x . - 


Le centre d’inertie du système total est le point 
z’ vecteur unitaire de l’axe Oz'). On désigne par -(p 


G, •défini par OG =—Z.z' (Z constante positive donnée, 
l’angle (0x, Ox') compté autour de Oy et, la rotation 
du gyroscope par rapport à Oxyz étant u>y (y vecteur unitaire de l’axe Oy), on suppose que, grâce à un méca¬ 
nisme convenable intérieur au système S, io est maintenue constante, positive. 

En outre, on admet que les rapports, —, et sont petits par rapport à l’unité et qu’on peut, 


mlg <o 2 B 0 2 

pour le cadre seulement, négliger les forces d’inertie de Goriolis qu’introduit la théorie du mouvement relatif appli¬ 
quée au système S dans son mouvement par rapport à Oa^y^. ...... „ -. . - • 

x N. B. — Les deux premières questions de la partie II sont indépendantes de celles proposées dans la partie I. 

I. — Le point O est fixe par rapport à la Terre. . ' - 

1° L’étude du mouvement relatif du système -S par rapport au repère Oa^y^ introduit naturellement des 
'forces fictives dites d’entraînement et de Goriolis (le repère Ox x y x z x , non galiléen a, on le rappelle, un mouvement 
connu par rapport au repère galiléen TÇ^Çi). ’ ' 

Quelles sont les expressions de ces forces pour un point matériel du système? 

Montrer que les projections sur les axes Oxyz du moment résultant en O de ces forces de Coriolis relatives 
au gyroscope du système S ont pour mesures: v ' 

Ox . B 0 Q 3 ((t' sin 0 -f- w) — (2—BQjQg 1 } 1 ' cos 

Oy B 0 (Q X <S»'cos 0— û 3 0'), ■ j . 

Oz - . . (2A 0 — B o )û a 0'—B o Q x (<|>'sin0 + w)> ' - 


lut : ; 

• ’ . ; • A ? 


\ i ' . • ' 
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où Q x , Q 2 , û 3 , qu’on demanda d’expliciter, sont les mesures des projections sur. les axes Oxyz, de la rotation 
instantanée de la Terre û^i {^5ye|teur unitaire de l’axe TÇj. •; 

2° Quelles sont les projections sur les axes Oxyz' du moment cinétique en O, d’une part du gyroscope, % 
d’autre part du cadre, dans leurs mouvements par rapport à Ox^zJ Former le système d’équations différentielles 

E que doivent vérifier •■!», 0, o. . 

30 Montrer que le système E possède une solution stationnaire : <{< = 0, 6 = 0 O , <p = 0. Préciser la valeur 
numérique de 6 0 pour ml — 0,90, B 0 == 0,34, avec les unités : mètre, kg-masse, seconde, la rotation w étant 

8 000 tours par minute et X = 45°. . , . . 

■ 4° Considérant formellement <|/, 0 — 0 o , y et leurs dérivées par rapport au temps comme quantités infini¬ 
ment petites, toutes du même ordre, et en négligeant 0 O , écrire le système différentiel linéaire E* vérifié par <|y 
0 _ 0_e 0) ?i qu’on obtient à partir de E en ne conservant que les termes d’ordre le moins élevé, conformé¬ 

ment à la convention précitée. ■ 

Montrer que <j< = 0, @ == 0, o = 0 est une solution stable du système E*. Préciser les périodes. 

IJ. — On suppose désormais le point O animé d’un'mouvement connu à la purface de la Terre. 

1° On rëprésenteTa vitesse et l’accélération de O par rapport à Tf^ respectivement par 

ux i + ^1 et Ux 1 + Yy 1 + Wz 1 

... vecteurs unitaires portés par les axes Ox lt ...). r ^ . 

Écrire les formules qui permettent de faire le calcul de ces grandeurs au moyen de X, L et de leurs dérivées 

par rapport au temps. . - ' - '■ . . . 

2° On considère, à un instant donné, le champ de vecteurs défini en tout point M au voisinage de^ O par 
la différence entre les accélérations par rapport à T^n^ des points respectivement liés à Oxl y x z x et à TEr)^, qui 
se trouvent en M à l’instant considéré. . 


( x i 


Montrer que, sous les hypothèses. 


Max 




: Q, X" = —, etc. 
dt dfi 


). , ■ 


et pour tout point M d’une boule de centre, O, de rayon 0,2 cm, la différence des vecteurs du champ aux points 
M et O est en valeur absolue au plus égale à 10“ 9 g. On admettra ainsi dans la suite qu ùn tel champ peut 
être considéré comme uniforme. 4 ' - ' . - , • ' , ' ■ — : ‘ . ; ' ' ) \ \ . 

3° Écrire les équations du mouvement du système S. . 

4° On suppose que le point O, initialement fixe par rapport à la Terre, est brusquement mis en mouvement, 
prenant ainsi une vitesse ux x -f- pjq. Le système S étant initialement en l’état stationnaire prévu au paragraphe I, 
3°, quelle sera la discontinuité de. vitesses qu’il subit? . ; ‘ - . 

5° On suppose le point Ô mobile le long d’un méridien à vitesse constante v. 

En admettant que v soit assez petit pour que l’on puisse ne pas tenir compte de la variation de latitude écrire 
à partir du système différentiel demandé au paragraphe II, 3° les équations qui permettent de définir une solution 

stationnaire, voisine de celle définie au paragraphe I, 3°. . . 

Établir la possibilité d’un développement en série entière suivant les puissances de — de cette solution et 

en calculer les termes du premier ordre. • 
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Les épreuves de mathématiques élémentaires et mathématiques spéciales, de mathématiques appliquées, de mécanique géné¬ 
rale étaient communes avec celle de l’Agrégation masculine. Celle d’analyse était différente. Nous la reproduisons ci-après. 

, Analyse. 

5389. — Toutes les fonctions intervenant dans ce problème sont supposées pourvues, dans les domaines où 
elles sont étudiées, de dérivées partielles continues, jusqu’à l’ordre dont on aura besoin. 

I._L’espace est rapporté à un système de coordonnées cartésiennes dont les axes sont Ox, Oy, 0 z. On 

considère une surface (<j) définie par l’équation 

2 = f{x, y), 
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f(x, y) représentant une fonction des variables indépendantes x, y dont les dérivées partielles sont notées, suivant 
l’usage, ’ ' v ' - 

p = fL{x, y), q = f'ï(x> y), 1 

r = y], s = fi,[x, y), t = f r .[x, y). 

Les cinq variables (x, y, z, p, q) considérées aux différents points de (a) sont des fonctions de x, y. On se 
propose de faire, sur cet ensemble, un changement de variables, en prenant comme nouvelles variables indépendantes 
x et q, et l’on pose 

/ - ’ , x = a, q = p. 

Cette opération est en général possible et les cinq variables ( x, y, z, p, q) deviennent alors des fonctions de 
a, p. Montrer que, si l’on considère la fonction 

‘ . P) =2 — pÿ, 

les variables (x, y, z, p, q) s’expriment simplement en fonction de a, p, de g et des dérivées premières g' a , 
g'f, former ces expressions.' , f# - 

Démontrer que l’équation différentielle des lignes asymptotiques de (<x) peut être mise sous la forme 


- gy« 2 — 4*zp 2 = o. • ■ 

Donner l’expression des dérivées secondes r, s, t en fonction des dérivées de g(a, p). 

II. — L’espace étant rapporté à un système de coordonnées cartésiennes rectangulaires dont les axes sont 
OX, ÔY, 0Z, on désigne par (S) la surface enveloppe du plan ayant pour équation 

. ■ (1— ap)X+f(l+;«P)Y + {a + P)Z + G(a, p) J 0, 

où G(a, p) représente une fonction de deux variables indépendantes a, p qui n’ont, pour le moment, aucun 
rapport avec les variables à, p de la partie I; la lettre i' désigne l'imaginaire 'pure de module 1. 

Considérant, aux différents points de (2), la cote Z comme fonction 1 des deux premières coordonnées X 
et Y, on appellé P et 'Q les dérivées partielles premières de Z "respectivement par rapport à X et à Y. 
; Exprimer, en fonction de «, p, de ; G et des dérivées premières G' a , Gp, les ciiïq ■ variables (X, Y, Z, P, Q) corres¬ 
pondant à un point quelconque de (2) défini par les valeurs a, p des paramètres. (Il sera commode de faire 
'intervenir les expressions == .XH- iY,••y^iY.) t*. r* *V *<- -a. Y* •<:- 

sous la forme 


Démontrer que l’équation différentielle des lignes de courbure de ; {2) ipeu't être mise . 

' . !i ' i‘" : ■ - 1 V •• . ,f . >'■ t; / ' »•;* •* V-* ÿ ïf if 01f* r . 

, • ;••• *. r Jsdfisç . 

III. — L’analogie de forme.que présentent les équations définissant les lignes asymptotiques de (a) et les 
lignes de courbure de (2) invite à étudier la correspondance existant entre une surface (<j) de l’espace rapporté 
au repère O xyz — espace qui sera appelé (e) — et une surface (2) de l’espace rapporté au repère OXYZ — 
espace qui sera appelé (E) —, lorsqu’on suppose que les variables indépendantes a, p intervenant dans I et 
dans II sont les mêmes et que les fonctions g(a, p) et G (a, p) coïncident : . - ‘ 

, g(a, P) = G (a, P). • ' •- b-, ✓ 

Dans cette hypothèse, les deux systèmes de cinq relations,'précédemment obtenus, qui définissent, en fonction 
de a, p et des fonctions g et G, les variables (x, y, z, p, q) relatives à /(cr}£et les variables (X, Y, Z, P, Q) 
relatives à (2), permettent d’établir un nouveau système (R) de cinq relations entre x ,y,z,p,q et X, Y, Z, P, Q, 
relations où ne figurent explicitement ni les paramètres a, p, ni la fonction g (ou G). Former ces relations (R). 

Montrer que les relations (R) définissent, en'général, d’une "manière .unique (X, Y, Z, P, "Q) en fonction 
de (x, y, z, p, q). ' " " " "ai * ■ . 

Exprimer inversement, à partir des relations (R), _(x, y, z, p, q) en fonction de (X, Y, Z, P, Q), en précisant 
d’abord comment x et q peuvent être calculés en fonction de P et Q. 

Quelle relation géométrique existe-t-il entre deux surfaces, l’une (s) de l’espace (e), l’autre (S) de l’espace (E), 
lçrsque les variables (x, y, z, p, q). relatives à (s) et les variables (X, Y, Z, P, Q) relatives à (S) sont liées par 
les relations (R)? ._.*••• - V?-, . 

1 IV. — Montrer que l’on peut déduire des relations (R) un système (R') ;de jdeux relations, qui ne contiennent 
que les variables x,y,z et X, Y, Z, et qui peuvent être mises sous la forme, j ajx-fi... 


(R') 


;*(X — iY) +y — Z = .0, 
\xZ +'z + (X + iY) == 0.,- 
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PREMIÈRE PARTIE 


CONDITION POUR QU’UNE QUADRIQUE SOIT DE RÉVOLUTION 

par M. J. Delassus, professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Poitiers. 


Nous croyons utile de souligner, en quel point précis du raisonnement que nous avons fait dans notre note du 
n° 4 (Novembre 1962) intervient l’hypothèse qu’on opère en géométrie réelle. 

Posons donc le problème de géométrie complexe (ou d’algèbre) : Condition pour que la matrice carrée symétrique 
.b ait une valeur propre double, X. 

Cette condition équivaut à : la matrice symétrique .1^ = Jb — XI admet une valeur propre double nulle u. = 0. 

On comprend d’ailleurs très bien que, la matrice .bj dépendant d’un paramètre, la condition sur elle soit plus 
précise (la valeur double est maintenant fixée : fi = 0). 

Dans le cas réel, on utilise la similitude d’une matrice symétrique à une matrice diagonale (formée des valeurs 
propres) pour obtenir la condition sur le rang. Afin de conserver le caractère symétrique de A lf il a fallu employer 
une matrice orthogonale de passage. Or cet emploi d’une matrice orthogonale n’est pas prohibé en tant que tel 
en géométrie complexe. L’échec du raisonnement dans ce dernier cas .vient de ce qu’une telle matrice orthogonale 
n’existe pas nécessairement : 

En effet, les vecteurs colonnes d’une telle matrice sont des vecteurs propres de qui doivent être ensuite 
normés (au sens de la norme euclidienne) ; rien n’empêche un vecteur propre complexe non nul d’avoir une norme 
euclidienne nulle : un vecteur isotrope ne peut être normé ( à ce sens). 

C’est d’ailleurs la seule raison : s’il n’y avait pas de vecteur isotrope parmi les vecteurs propres de \, la 
démonstration de la possibilité de la diagonalisation se poursuivrait comme dans le cas réel. On vérifie effectivement 
par le calcul que tout vecteur propre de correspondant à ij. = 0 est isotrope lorsque Jbj. est de rang 2. 
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5449. — Note préliminaire. — La partie I du problème n’a d’autre objet que de donner une définition et 
de mettre en évidence quelques propriétés de deux familles de fonctions dépendant d’un paramètre réel X, les 
résultats à établir étant d’ailleurs explicitement indiqués dans l’énoncé. Il est recommandé de ne pas s’attarder trop 
longuement sur ces questions, afin de réserver un temps suffisant à l’étude de la fonction particulière proposée 
dans la partie II. 

Problème. — On désigne par t une variable réelle, par f 0 et g 0 les deux fonctions définies par les conditions, 


pour t ÿéz 0, 


m = 


1 — cos t 



fo(0) = 0, go (0) = 1. 

I. — Soit X une constante réelle donnée, strictement supérieure à (—1) : 

X + 1 > 0. 


avec 
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1° Indiquer très brièvement pourquoi la- condition imposée à X entraîne l'existence (ou la convergence) des deux 
intégrales : 

j a (^Y fo{u) du, j g 0 [u) du, 

a étant un nombre réel non nul. 

On considère alors les deux fonctions fx et gx définies, pour t 7 ^ 0, par les relations 


Ht) = m-yf‘(jffo(u)du, 

= io(t) — ~ 7 o l ) l go(«) du. 

Démontrer que fx est une fonction impaire, que gx est une fonction paire et que Von a, pour t > 0, 

fx[t) = - — c0 ~ - ^ r\u x ~' l ( 1 — cos u) du = T u 1 ' sin u du = Ç v x sin [vt] dv, 

t J Q t + J 0 J 0 

ff) [t) — ^2-2-— I ‘lu 1 '- 1 sin u du = — / u x cos u du = f 1 v x cos (pj) dp. 

Ou complète la définition de ces fonctions par les conditions 

MO) = 0 et gx{ 0) = 


X + 1 


Démontrer que les fonctions fx et gx sont alors continues dans tout l'intervalle (— co, + co). 

2° Démontrer que les fonctions f\ et g\ admettent, dans ce même intervalle, des dérivées premières (par rapport 
à t), que l'on notera f{ et g{ vérifiant les relations 

■ AM = érx+x(0» gx(0 = — A+iM. 

■ et 

( + (1 + 1) AM — s i n 

(«AM + (>« + 1 ) r-M = cos*. 

L'existence des dérivées de tous ordres de fx et gx en résulte:, comment les dérivées d'ordre n, f[ n) et g\ n) , 
s'expriment-elles au moyen de fx+ n et g. +n ? 

3° Démontrer que f\{t) et g-,.[t) sont développables en série entière en t, quel que soit f, déterminer ces dévelop¬ 
pements. 

XI. — On propose maintenant d'étudier plus particulièrement la fonction f x correspondant à X= —-, Pour 

¥ * 

simplifier les notations, cette fonction sera désormais désignée par f (sans indice), et ses dérivées seront notées f’, f", ... 
On suppose, dans toute la suite, t positif ou nul : t 0. 

Dans un plan rapporté à un repère orthonormé dont les axes sont O l, O y, on appelle C la courbe définie par 
l'équation y = f[t). 

Les résultats établis dans la partie I (1° et 2°), appliqués à la fonction f, s'expriment par les relations suivantes ) 
pour t > 0 : 

fit) = 1-99Ü--L- p-cos a du = -i= \fûsin u du = Ty^sin (pî) dv ■ 
r ~W 0 2 v/u t\J t J 0 J 0 


y/A 


avec 


et 


! y lu t\J t 

m = 0 ; 


<AM + Y f(t) = Sin t. 


1 ° On sait que f(t) est développable en série entière en t; quel est ce développement ? 
2° Démontrer que, quel que soit t > 0, f(t) est strictement. compris entre 


1 + COS t 


et 


1 — cos t 


Quelles sont les limites de f(t) et de ses dérivées f[t),..., lorsque t tend vers + 00 ? 

Quel est le signe de f{nr.) suivant la parité de l'entier positif n? Quel est celui de f'{nr.)? 
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3° On considère la fonction © définie, pour t 0, par la condition : 

<o(t) = t~* f(t) = Ç* \/u sin u du. 

J o 

Démontrer, quel que soit l’entier p, positif ou nul, les relations: 

7U 

o(pr. + — 9 {p~) = (— 1) p j \/pr.+ u sin ui 

31 

Ç[(p + 1)-] — ?[jJK + y] = V(p + 1)- — U sin u du. 

I , OÙ n est un entier positif, peut alors se mettre sous la forme 


i du. 


Le nombre ç I ns 


( nr - + f) 


35. 

a = J S„(w) sin u du, 


où S n (u) est une somme que Von déterminera. 

Quel est le signe de ç^n“ + y^ ? 

(On pourra étudier d’abord les cas n — 1, n = 2, n = 3.) 

40 Démontrer que dans chaque intervalle [n-, [n + 1) s], n étant un entier positif ou nul, l’équation f{t) = 0 
a une racine et une seule, soit t n (avec t 0 = 0 ) et l’équation f'(t) = 0 a également une racine et une seule, soit 0„. 

Classer, dans l’ordre des grandeurs croissantes, suivante la parité de n, les 'nombres nr., nr. + y, (» + 1K G 

et, 0 n . _ 

Montrer que f(Q n ) s’exprime simplement en fonction de 8 „. Quelle est la limite de (n + 1)- 0„ lorsque l’entier 

n tend vers + 00 ? / - \ 

5° Calculer une valeur approchée à 0,01 près de chacun des nombres f I ÿ J et f(r.). 

6 ° On désigne par F, F x et F 2 les courbes ayant respectivement pour équations, relativement au repère ortho¬ 
normé (O t, O y) : 

2 . 1 — cos t .. 1 + cos t 

V — -gT sm t, y = - j —, y =--- 

On demande: . 1 ■ . . ■ 

d'une part, de construire, sur papier millimétré, avec la précision permise par les résultats qui viennent d etre 

obtenus, l’arc de la courbe C correspondant a 0 ^2<. ( ^ 

d’autre part, d’indiquer, soit sur papier millimétré, soit sur papier ordinaire ou quadrillé, la forme de l arc de G 
dans un intervalle tel que [ 2 n-, 2 (n + 1) r.\ et la forme générale de la courbe G pour t > 0 , en situant C par 

rapport aux courbes r, r x , F 2 . , . 

7° On désigne par F la fonction primitive de la fonction f, telle que F(0) = 0. Montrer que F peut s expri- 
mer simplement à l’aide de l’une des fondions g\ définies dans la partie I: Montrer que l’on a toujours F (t) > 0 
Quelle est la limite de F(f) quand t tend vers + ce? 


1° Si a > 0, on a: 


f° f ü\ ’f 0 (u) du = A- f 0 u w ( 1 — cos u) du. 
%] 0 \ & / ^^ 1/0 


Quand u 0, — cos u) ~ yy 0, pour X + 1 > 0 ; F(u) définie par F(u) = (f)Vo(«) pour u>0 

et F(0) = 0 est définie et continue pour 0<w<a et J f 0 (u)du= f F (u) du existe. 

( 1LŸ go (u) du = — Tu 1 - 1 sin udu; quand u-^0, u > -~ 1 sinu^u K augmente indéfiniment si 0>X>—1 

J o \ a a •- o ^ , 

mais est d’ordre inférieur à 1 par rapport à —, donc l’intégrale 

J a g 0 {u) du a un sens pour X + 1 > 0. 
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Mathématiques élémentaires et Mathématiques spéciales. 

Note préliminaire. 

Hormis les questions posées dans le dernier paragraphe de chacune des deuxième et troisième parties du problème, 
les trois parties peuvent être traitées indépendamment les unes des autres. 

Toutes les formes de solutions sont admises, qu’elles soient <t géométriques », ou « analytiques », ou « mixtes », c’est- 
à-dire faisant appel à la fois à la géométrie et à la géométrie analytique. 

Dans l’appréciation des compositions, il sera tenu compte de la présentation des raisonnements et de la précision 
avec laquelle les résultats trouvés, lorsqu’il s’agit de lieux géométriques ou d’enveloppes, seront situés par rapport aux 
données. 

5447. — Première partie (Géométrie plane). — ; 1° On considère une parabole ayant pour foyer F et 
pour directrice A. 

Soient A et B deux points, P et Q leurs projections orthogonales sur A. Démontrer l’équivalence des 
deux propriétés suivantes : 

— les points A et B sont conjugués par rapport à la parabole; 

— les points P et Q (distincts ou non) sont les points communs à la directrice A et au cercle, passant par 
F, ayant pour centre le milieu du segment AB. 

Soient A, B, G les sommets d’un triangle et A', B', G', respectivement, les milieux des segments BC, CA, 
AB. Démontrer l’équivalence des deux propriétés suivantes : 

— le triangle ABC est conjugué par rapport à la parabole; 

— les trois droites B'C', C'A', A'B' sont tangentes à la parabole. 

Cette dernière condition étant supposée vérifiée, on mène par le foyer F les droites FA", FB", FC" respec¬ 
tivement parallèles à B'C', C'A', A'B'. Démontrer que les trois couples de droites (FA', FA"), (FB', FB"), 
(FC', FC") ont les mêmes bissectrices. 

2° (Cette question peut être traitée indépendamment de la précédente.) 

On donne un point F, une droite D ne passant pas par F et un point A sur D. On désigne par 9 toute 
parabole ayant F pour foyer et telle que celui de ses diamètres qui passe par A soit conjugué de la direction de 
D ; démontrer qu’il existe une infinité de paraboles o et indiquer une construction de l’une quelconque d’entre 
elles. 

Déterminer l’enveloppe des directrices des paraboles 9 . 

Déterminer le lieu géométrique des pôles de la droite D par rapport aux paraboles 9 . 

3° On donne maintenant trois points F, A, B, non alignés. On désigne par 0 toute parabole ayant F pour 
foyer et admettant les points A et B comme points conjugués; démontrer qu’il existe une infinité de paraboles 0 
et indiquer une construction de l’une quelconque d’entre elles. 

Déterminer l’enveloppe des directrices des paraboles 0. 

Déterminer le lieu géométrique des pôles de la droite AB par rapport aux paraboles 0. 
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Deuxième partie (Géométrie plane). — 1° On considère un cercle *> e't un point F sur ce cercle. Soient 
z b c trois droites, ne passant pas par F, supports des côtés d’un triangle dont les sommets sont a (sur b et 
À fi (sur c et a) y (sur a et b), et soient a', b', c' les polaires du point F respectivement par rapport aux 
Couples de droites ’ (b, c), (c, a), (a, b). On désigne par a', (F, y' respectivement les points d’intersection de 

b' et c', de c' et a', de a' et b'. 

Démontrer qu’il y a équivalence entre les deux propriétés‘suivantes : 

— le triangle dont les côtés sont portés par les droites a, b, c est conjugué par rapport au cercle to; 

— les points a', (F, y' sont sur le cercle w. 

Cette condition étant supposée vérifiée, démontrer que le cercle passant par les points a , p, y passe par e 
point F x symétrique de F par rapport à la droite a, et que les trois droites a, b', c' sont tangentes à une 

parabole avant F x pour foyer. . , 

' Démontrer, dans les mêmes conditions, que la droite c se déduit de la droite b' par une homologie ayant 

pour centre F, pour base la droite a et pour rapport un nombre k, que l’on déterminera. [On rappelle que 

l’homologie plane ayant pour centre F, pour base a et pour rapport k, est la transformation ponctuelle qui, au 
point m différent de F, fait correspondre le point m' de la droite F m tel que le birapport (F, p, m , ni) soit 

égala k, a étant le point d’intersection de F m et de a.] _ . 

2° On donne deux droites a, b, non perpendiculaires, se coupant au point y, et un point F hors de ces 
droites. On désigne par a tout cercle passant par F, qui admet a et b comme droites conjuguées; démontrer 
qu’il existe une infinité de cercles a et indiquer une construction de l’un quelconque d’entre eux. 

On appelle c la polaire du point y par rapport à un cercle g et b' la polaire de F par rapport au couple 

de droites (a c). Déterminer l’enveloppe des droites b' ainsi que l’enveloppe des droites c correspondant à tous 
les cercles g. 'Montrer que l’homologie précédemment définie permet de construire simplement les branches infimes 
de l’enveloppe des droites c. 

30 Quel est le lieu des centres des cercles a? . . 

4° Montrer qu’une transformation par polaires réciproques par rapport à un cercle convenablement choisi 
permet d’établir une relation entre certaines des questions étudiées dans la première partie et certaines des questions 
étudiées dans la deuxième partie. 

Troisième partie. —Les notations sont indépendantes de celles des parties précédentes. 

L’espace projectif'complexe à trois dimensions est rapporté à un tétraèdre de référence ayant pour sommets 
les quatre points O, O', I, J; les équations des plans (O, O', I), (O, O', J), (O, I, J), (O', I, J) sont respec¬ 
tivement : 

X =0, Y = 0, Z = 0, T = 0. 

1 ° On désigne par S une quadrique propre, tangente en O au plan (O, I, J), tangente en O au plan 
(O', I, J) et n’admettant pas les plans (O, O', I) et (O, O', J) comme plans conjugués. Montrer que l’équation 
de S peut être mise sous la forme 

AX 2 + A'Y 2 + 2BXY + 2CZT = 0, 

les coefficients A, A', B, G vérifiant certaines conditions, que l’on précisera. 

Dans toute la suite la quadrique S est fixée. 

2° On appelle n un plan défini par l’équation 

uX + pY -}- wZ feT = 0, 

ayant avec l’a droite OO' un seul point commun y, distinct de O et de O' soient a, b les intersections de II 
avec les plans (O, O', I), (O, O', J) et g l’intersection de II avec la quadrique S. Montrer que la condition 
que doivent vérifier w, à, w, ’h pour que les droites a et b soient conjuguées par rapport à g est 

Cuv + 2 B wh = 0. 

Cette condition peut être interprétée comme l’équation tangentielle d’une quadrique propre R, dont on formera 
l’équation ponctuelle et que l’on situera par rapport au tétraèdre de référence. 

30 On considère désormais l’ensemble des plans II tels que les droites a et b soient conjuguées par rapport 
à g et passent, de plus, par un point fixe F(X 0 , Y 0 , Z 0 , T 0 ) qui n’est situé ni sur la quadrique R, ni dans 
les plans Z = 0, T = 0. A chacun de ces plans II on associe : 

d’une part, la polaire c par rapport à g de l’intersection y de II et de la droite 00', ainsi que le plan 

(O, c) défini par le point O et la droite c; 

d’autre part, le pôle X par rapport à g de l’intersection L de II et du plan (O, I, J), ainsi que la droite 
OX. 
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Déterminer 1 enveloppe E des plans (O, c). Déterminer le cône A, lieu géométrique des droites OX. 

4° 0“ su PP° se maintenant que le point F(X 0) Y 0 , Z„, T 0 ) est sur la quadrique S. On considère la transfor¬ 
mation par perspective ayant pour centre le point O et pour plan de projection un plan donné Q ne passant pas 
par O. A chacun des plans II qui viennent d’être étudiés (paragraphe 3°), on associe la transformée par cette 
perspective de la conique a intersection de S et de II. 

Montrer que, dans le plan Q, les coniques ^ passent par trois points fixes et admettent deux droites fixes 
comme droites conjuguées. Que représentent, pour l’ensemble des coniques a t , les traces sur le plan Q, des cônes 
E et A définis au paragraphe 3°? 

5° Peut-on rattacher à l’étude précédente certains résultats concernant la f amill e de cercles étudiée dans la 
deuxième partie du problème, en considérant, par exemple, les cercles de cette famille comme projections ortho¬ 
gonales d’ellipses tracées sur un paraboloïde de révolution? 

[Durée: 6 h.) 

Analyse. 

5448. — Avertissement. — La partie IV est indépendante des précédentes. Les parties I, II, III sont 
également indépendantes dans une large mesure, sauf en ce qui concerpe les notations et certains résultats; mais 
ces résultats sont indiqués dans le texte. On conseille donc de lire attentivement tout le sujet, puis de chercher 
la solution sans inquiétude pour la suite au cas où une difficulté se présenterait dans une question. 

La terminologie est celle du programme. On rappelle seulement qu’une application © d’un ensemble' E dans 

un ensemble F, notée ©: x-+y, doit être comprise comme une correspondance qui associe à tout élément x 

de E un élément bien déterminé y = ©(x) de F appelé image de x par 9 . 

I. — 1 ° a) Montrer que les polynômes „ . 

E* = x"(l — k — 0, 1 , 2 , ..., n, 

forment une base de 1 espace vectoriel P n défini sur le corps R des nombres réels par. les polynômes à une indé¬ 
terminée x, à coefficients réels, de degré au plus égal are. 

b) Former la matrice qui permet d’exprimer la base |E, c j en fonction de la base \e p \ définie par 

e p — xP, p = 0 , 1 , 2 , ..., re, 

ainsi que la matrice inverse. Expliciter le cas re = 3. 

2 ° Soit R[x] l’anneau des polynômes à une indéterminée x et à coefficients réels. A tout polynôme 

, P(x)eR[x], 

on associe le polynôme B„(P) défini par - . 

kz=.n 

B„(P) = ^ P ( 7) C ^( 1 “ 

k= 0 

rk _ n[n — 1) ... (re — k + 1) 

*T 

a) Calculer B n (P) pour P = 1 , P = x. Vérifier la formule 

(-) B, l (xP)= x -^^Ï^Æl + x B .(P). 

re dx 
/ 

En déduire B n (P) pour P = x 2 . Démontrer la relation 

k n 

( 3 ) 'y [ ] {k — nx) 2 Qx*(l — x) n ~ k = nx{ 1 — x). 

à -=0 

b) Démontrer que l’application B„ : P->B„(P), est une application linéaire de l’espace vectoriel R[x] dans 

l’espace vectoriel P n défini au 1 °, a). Vérifier que la restriction de l’application B„ à l’espace vectoriel P d des 
polynômes de degré au plus égal à d est une application linéaire de P d sur lui-même si d<re, et de P d sur P 
si d> n. n 

IL— Soit G l’espace topologique des fonctions réelles f[x) définies et continues sur le segment [0,1], 
G étant considéré comme un espace vectoriel sur R, normé par ’ ’ 

||/||= Max |/(x)|. 

œe[0,l] 
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A toute fonction /e(5, on fait correspondre le polynôme 

k — n 

( 4 ) B„(/) ^ 


k=zO 


1 ° On se propose d’étudier la limite du polynôme B„(/) lorsque n augmente indéfiniment. 
a) Déduire de la relation (3) la majoration suivante : 

1 


y \ cmi — *)»-* < 


4a 2 n 


I— — 


> * 


la somme du premier membre étant prise pour les valeurs de A extraites de 0, 1, 2, n telles que 

où a est un nombre positif donné et x fixé sur [0, 1]. 

6 ) Démontrer que la suite de polynômes B„(/) converge dans l’espace G vers la fonction / quan n aug¬ 
mente indéfiniment, autrement dit que la suite de polynômes B„(/) converge uniformément vers la fonction f(x) 

sur le segment [0, 1]. ... 

2° n étant fixé, soit B„ l’application f->B n {f) de G dans lui-meme definie par la relation (4). 

a) Montrer qu’il existe un nombre positif p, indépendant de f, tel que 

l|B.(/)||<p||/l|. 

En déduire que l’application B„ est uniformément continue. 

b) Soit <?(/) le point de l’espace euclidien R' vfï ayant pour coordonnées a fc = /^— J» * = 0. 1 . n • Montrer 

oue l’application o est continue. (On prend comme norme dans R“ +1 l’expression Max. Kl, A-= 0, !.—,”•) 
Vérifier que la donnée de o (/) détermine B„(/) et que l’application <L ainsi définie est une application bium- 
voque et continue de R n+1 sur l’espace P n considéré comme sous-espace topologique de G. 

c) Montrer que les images par <j< des points de R n+1 qui vérifient Max |a*j =1, A = 0, 1, ..., n, forment 

un sous-ensemble compact de P„. 

L’application est-elle un homéomorphisme de R w+1 sur P n ? 

III _On étudie dans cette partie les fonctions f[x) réelles, continues et à variation bornée sur le segment 

[0,1]. 

1 ° Établir la relation 

A = n — 1 


(5) 


ëM!.. ^ [/(*±A) -f (|)]c*.,**(i 

k—0 


Montrer que, si f[x ) est monotone non décroissante sur [0, 1], il en est de même de B„(/). ^ _ 

2° Démontrer qu’une fonction f{x) continue et à variation bornée sur le segment [0, 1] peut être caractérisée 
par la propriété suivante : elle est la limite quand n->co, uniformément sur le segment [ 0 , 1 ], de la différence 
de deux polynômes de degré inférieur ou égal à n, monotones non décroissants sur [ 0 , 1 ]. 

30 ' soit V la variation totale de f(x) sur [0, 1]. Soit V„ la variation totale de B„(/) sur [0, 1]. Démontrer 

la relation 

V„<V. 


(Pour obtenir cette majoration de V„, on pourra prendre V„ sous la forme 


V„ 


r 

dBJf) 

J 0 

dx 


dx 


) 


Démontrer que, f{x) étant fixée, on a 

lim V„ = V. 

n-> 00 

IV. — Soit A un nombre réel tel que 0<A<1. Si s rt est le terme général d’une suite de nombres réels, 
on pose 

k=zn 

(6) ». = 2 P«'c(AK> avec 

k = 0 

On définit ainsi une application <pi qui fait correspondre à la suite (s n ) la suite K) = ?i(s n ). 
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1° Démontrer que, si la suite (s„) converge vers s quand n—><x>, la suite (cr n ) converge vers la mêm 
limite. (On pourra démontrer d’abord que, si k est fixé, on a 


Km PJïï = 0.) 

n-> co 

Donner un exemple de suite [sJ non convergente dont la suite transformée (a n ) = ç).(s n ) soit convergents 
2° Soit f[x) la somme de la série entière 

k— oo 

f { x ) = S I ^' C+1 

k= 0 

supposée convergente, avec un rayon R tel que 0 < R <_ — . On pose 


Démontrer la relation 
(?) 

valable pour 


~ = hL 

1 (1 — X)y 

co n= co 

y, S,^+ l = X 2 G nV n+1 , 


\y\ < 


_R_ 

X + (1 — X)R ‘ 


3° Démontrer que, lorsque A varie, l’ensemble des applications s-,. forme, pour la composition des appli 
cations, un groupe isomorphe au groupe multiplicatif des nombres réels X tels que 0 < X 1. 

En déduire que, si la suite (crj = =).(s„) converge vers s, la suite (g') = ® i>[s ) converge également vers 
pour X'<1X. .. " 

[Durée: 6 h.) 

f- 

Mathématiques appliquées. 

5449. Is ote préliminaire. La partie I du problème n’a d’autre objet que de donner une définition e 
de mettre en évidence quelques propriétés de deux familles de fonctions dépendant d’un paramètre réel X, les résultat 
à établir étant d ailleurs explicitement indiqués dans l’énoncé. Il est recommandé de ne pas s’attarder trop longuemen 
sur ces questions, afin de réserver un temps suffisant à l’étude de la fonction particulière proposée dans la partie II. 

Problème. On désigne par t une variable réelle, par / 0 et g 0 les deux fonctions définies par les conditions 


P ourî ^°. fM= — t C ° S 1 et g 0 (*)= ËÎBJ, 

avec foW = 0, g 0 ( 0) = 1. 

T Soit X une constante réelle donnée, strictement supérieure à (—1) : 

X + 1 > 0. 

1° Indiquer très brièvement pourquoi la condition imposée à X entraîne l’existence (ou la convergence) de: 
deux intégrales : 

a étant un nombre réel non nul. 

On considère alors les deux fonctions f\ et définies, pour t ^ 0, par les relations 


Ht) = /o(0 —jJ 0 du > 

&■[*■) = go{t) —y J go(u) du. 

Démontrer que f\ est une fonction impaire, que g est une fonction paire et que l’on a, pour t > 0, 


Ht) = 


cos t 


&■{!) = 


sin t 
t 


' Aul 1 ( 1 — cos u ) du = yq J* uX sin udu = J 1 v k sin [vt) dv, 
^ ldK ~ 1 s * n udv - = J' u x cos u du = J' 1 v x cos [vt) dv. 


1 


73 e Année. 


Août-Septembre 1962. 


N° 1-2. 


REVUE DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

(Fondée en 1890.) 


Agrégation 1962, 1ère comp. (Mathématiques Générales) 

Sujets donnés aux concours des Agrégations 
et aux concours d'entrée aux grandes Écoles en 1962. 


PREMIÈRE PARTIE 


AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 


Mathématiques élémentaires et Mathématiques spéciales. 

N.B. — Les deux problèmes constituant cette composition sont complètement indépendants l’un de l’autre. 

Premier.problème. — 5513. — (Toutes les formes de solutions sont admises, qu’elles soient «géométriques », ou « analy¬ 
tiques », ou « mixtes », c’est-à-dire faisant appel à la fois à la géométrie et à la géométrie analytique.) 

Les données fixes sont : II, un point O du plan II, un point A, distinct de O, sur la normale en O au 
plan IL On pose OA — h. 

On appelle : 

V tout plan tel que la projection orthogonale H du point A sur ce plan soit un point du plan II; 

D toute droite telle que la projection orthogonale M du point A sur cette droite soit un point du plan II. 

I. Les plans Y dépendent de deux paramètres; quelle est leur enveloppe? 

Quelle est l’enveloppe des plans V parallèles à une direction de droite donnée, L, et quel est le lieu des 
points H correspondants à ces plans? 

Quelle est l’enveloppe des plans V passant par un point donné, P, et quel est le lieu des points H corres¬ 
pondant à ces plans? Discuter suivant la position du point P. 

II. Déterminer l’enveloppe des droites D situées dans un plan donné W non parallèle à II. 

Quel est l’ensemble des droites D parallèles à une direction de droite donnée L? 

Déterminer le lieu des droites D passant par un point donné P; discuter suivant la position du point P. 

(Les deux parties suivantes III et IV peuvent être traitées dans un ordre quelconque.) 

III. On donne un plan W, non parallèle à II, et, dans le plan II, une droite A non parallèle à W. 

Démontrer qu’il existe en général un paraboloïde hyperbolique contenant la droite A, admettant W comme 

plan directeur, les génératrices rectilignes parallèles à W étant des droites D. 

IV. On donne dans le plan II un cercle T ayant pour centre O et pour rayon R; on pose OQ = a. On 
appelle ( 7 ) l’ensemble des droites D qui rencontrent le cercle T. 

1° On donne, de plus, un point P. Discuter suivant la position du point P le nombre et la réalité des droites 
de (y) qui passent par P. 

2 ° On suppose a ^ R. Déterminer les quadriques dont un système de génératrices rectilignes ne comprend 
que des droites de (y). Il existe une infinité de telles quadriques; déterminer leur enveloppe. 


Deuxième problème. — 5514. —On sait que tout rationnel peut être représenté d’une manière unique par une 
fraction irréductible de dénominateur positif, 0 (zéro) étant représenté par y et 1 par On désignera dans la suite 
par (RJ l’ensemble des réels de l’intervalle fermé [0,1], par (Q x ) l’ensemble des rationnels du même intervalle 

' P 

et par (F) l’ensemble des fractions irréductibles représentant les éléments de (Qj). La relation — e (F) signifie 

Q 

donc que P et Q sont deux entiers premiers entre eux (lorsque P 0), Q étant strictement positif, 
etO<P<Q. 
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I. 1° Soient p, q, p', q' quatre entiers positifs ou nuis vérifiant les conditions 

p'q —pq' = 1 > p'<i' 

qui entraînent, en particulier p' . q. q' += 0 . f 

Démontrer que i et ^ sont deux éléments de (F) vérifiant . 

Démontrer que la fraction P q ^ est aussi un élément de (F) et vérifie < ^7 • Que P eut -° n 

dire des fractions P-^ et '^±- 2 ;', X étant un entier P ° SÎtif arbitraire? 
q + kq' lq + q 

Démontrer que q > q' entraîne p > p’ et que q < q' entraîne p <p . ? 

Que peut-on dire de la fraction P- -(dans l’hypothèse q~> q) et de la fraction P _ P , (dans 1 hj pothèse 

?< 2° ? Soit une fraction irréductible, élément de (F), autre que j et j~. Démontrer qu’il existe un couple 

Q 

unique (^-> d’éléments de (F) tel que 

q p + p' = p. ç + ?' = Q. p'q—pq' = 1 - 

. p t p' . p _ 5 

Application numérique: Calculer les fractions — et ^ lorsque q ^ 3 * 

II. Soit S 0 l’ensemble ordonné constitué par les fractions y et y rangées dans cet ordre : 


■ S< 


-If fi‘ 


Au couple formé par ces fractions on associe la fraction ^ .= y et l’on construit un deuxième ensemble 
ordonné S x en gardant les deux éléments de S ü , sans modifier leur ordre relatif, et en intercalant entre eux la 
fraction qui vient de leur être associée : . . 

Hf'f'ii- 

Aux couples j et ^ formés par deux éléments consécutifs de S x on associe respectivement les 


fractions 


0 + 1 


= — • puis on construit un troisième ensemble ordonné S 2 en gardant les 
2 + 1 3 ’ 


1 et *- + -* 2 


éléments de sans modifierïeur ordre relatif, et en intercalant entre les éléments de chacun des couples d’elements 
consécutifs de S x la fraction associée à ce couple: 


a (0112 

= ?T’ T’ T’ 3 ’ 


On continue ainsi de proche en proche : d’une façon générale, ayant obtenu, comme il vientd’être explique pour S x 
et S 2 , un ensemble ordonné de fractions, soit S., on associe à chacun des couples (y, yj formé par deux fractions 
consécutives de S* la fraction et l’on construit un nouvel ensemble ordonné S ft+1 en gardant les éléments 

de S fc , sans modifier leur ordre relatif, et en intercalant entre les deux éléments de chacun des couples d’elements 
consécutifs de S* la fraction associée à ce couple. On a donc 

2 13 2 


4 "’ 3 ’ 5 ’ V 5 ’ 3 ’ 4 ’ 1 


HH 

^ OndéfmRpar ce procédé une suite infinie S 0 , S lt S 2 , S* S„ +1 , ... d’ensembles ordonnés dont les éléments 
sont des fractions. 

1° Quel est le nombre d’éléments de S/,? 

2° Soient — et — t deux fractions consécutives de l’un quelconque des ensembles S*. Démontrer que les 
entiers positifs ou^nuls a, b, a', b' (tels qu’ils ont été obtenus par les opérations qui viennent d’être décrites) vérifient 
les conditions = 1 . a'^b'. 
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Chaque ensemble S* est donc un sous-ensemble de (F), comprenant un nombre fini d’éléments de (F) 
rangés dans l’ordre croissant. f 

3° On considère deux éléments de (F), -2-et -2-, tels que 

2 2 


PI—Pi 


1 . 


Démontrer qu’il existe un sous-ensemble S k et un seul admettant les deux fractions 2- et 2_, rangées dans 

P î «' 

cet ordre, comme éléments consécutifs, et que toute fraction — de (F) est un élément d’une infinité de sous- 


ensembles S*. 


5 77 • 

Application numérique: Les fractions — et —— sont deux éléments consécutifs d’un sous-ensemble S/,. 

13 200 

Quelle est la valeur de h ? Quelle est la plus petite valeur de k telle que la fraction — soit élément de S*? 

77 ^ 

Même question pour la fraction —. 

- 200 

III. 1 ° Démontrer que l’on peut définir sur l’ensemble (F) une fonction à valeurs réelles, et une seule, 
soit o, vérifiant les conditions suivantes : 

Quelles que soient les deux fractions 2. et 2_ de (F) telles que p'q — pq' = 1 

Ht) - KIH- 

Calculer, à titre d’exemple, 9 j. 

Étudier les valeurs de 9 correspondant aux fractions de (F) qui constituent un sous-ensemble S*. Que 
peut-on dire de la différence 

if) if} 

t 

lorsque 2_ e t 2. sont deux fractions de (F) telles que p'q — pq'= 1? 

2 2 

2 ° La fonction 9 ainsi définie sur (F) est également définie sur (Q^ en convenant de poser 


T|r )"’(f) 


— étant la fraction de (F) qui représente le rationnel r de (Q x ). Démontrer que l’on peut définir sur l’ensemble 
2 

(Ri) des réels de l’intervalle [ 0 , 1 ] une fonction et une seule, <f>, à valeurs réelles, croissante, continue, et coïncidant 
avec 9 sur l’ensemble (QJ. 

3° On rappelle que la solution générale de la relation de récurrence 


( 1 ) 


Un = au„- l + j lUn- 


où a et fs sont deux constantes telles que l’équation x 2 — ax — p = 0 ait deux racines distinctes 0 et p' 
peut être mise sous la forme 

u n — Ap n -f- Bf' n , 

A et B étant deux constantes arbitraires (on ne demande pas de démontrer ce résultat). 

Soient alors P„ et Q„ les solutions de la relation de récurrence : 


Un = 2 Un-i + Un—2 

définies respectivement par les conditions P x = 1 , P 2 = 2 et Qi = 2, Q 2 

PnQn —1 — Pn—iQn ) que peut-on dire des fractions —, Stu, 

Qn Q«—1 Qn— 2 

Démontrer que la suite ayant pour terme général 


5. Étudier la différence 


-Kl) 


est solution d’une relation de récurrence de la forme ( 1 ); exprimer en fonction de n. 

P 

Démontrer que —? a une limite finie, l, quand n tend vers l’infini; calculer l et <1>(Z). 

'q&n 
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Agrégation 1962, 2ème comp. (Analyse & probabilités) 
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Concours de 1962. 


5515. — I. — On considère les deux équations en 2 : 

(1) f(z) = 2 " + app -1 + • • ■ + «,,-iZ + a n = 0, 






où les coefficients a ( (i — 1,2, . . n) sont réels ou complexes; kl désigne le module de a u On suppose a 1 == 0, 

a n ¥= 0 . 

1° a) Démontrer que l'équation (2) a une racine réelle positive et une seule , que l'on représentera par r. 
b) Vérifier la relation 

( 3 ) ' \fiz)\>g'A 

En déduire que toutes les racines réelles ou complexes de l'équation (1) ont un module inférieur ou égal à r. 
Montrer en outre que celles des racines réelles ou complexes de l’équation (2) qui sont différentes de r ont un module 
inférieur à r. 1 

2° Démontrer les inégalités 

X 

r i=n 

r < __^Max n (1 + kl) et r < ( 1 + ^ fa,.! 2 

( Pour cette dernière, on pourra appliquer l’inégalité de Schwartz à la somme ^ k||z| n - f . 

i=l 

3° En appelant r 1 le module maximal des racines de l'équation (1), démontrer la relation 

rj> (2 1 /" — l)r. 

[On pourra partir des relations entre les coefficients et les racines de l’équation (1).] 

Que peut-on déduire des exemples 

f(z) = (2 + 1)«, f(z) — 22 " — (z + 1)“? 

4° Soit la matrice carrée d’ordre n : 

kl 1 0 ... 0 

|a 2 | 0 1 ■ • • 0 

k-J 0 0 ... 1 

.kl 0 0 ... 0 . 

Démontrer que cette matrice admet l’équation (2) comme équation caractéristique. Vérifier que la matrice 
a tous ses termes positifs quels que soient lès coefficients a ; , tels que a 1 0 , a n ^f= 0 . (On pourra commencer par le 
cas a, = 0 [i i, i ^ n], a t = a n — 1 et étendre ensuite au cas général.) 

II. — 1° Soit E = R+ l’ensemble des nombres réels positifs {non nuis), x et x’ étant des éléments de E, on 

pose 

h(x, x') = | Log x —Loga/j. 

Démontrer que h[x, x') est une distance dans E. Vérifier que l’espace métrique E défini par la distance h 
est le même espace topologique que l’espace métrique E défini par la distance d{x, x') — \x — x'\. 

2° On considère la transformation homographique T définie dans E par 

c + dx 


T : 


x-> y = 


(a, b, c, d éléments de R + ). 


a + bx 

a) Vérifier que l’image T(E) de E par T est contenue dans un sous-espace compact de E. 
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b) Etablir la relation 

G) . 


y') 

h(x, x') 


th —, 
4 


où y et y' sont les images de x et x' par T(x 7 ^ x') et où X désigne la distance 


À = h 


(H)- 


c) x 0 e E éicmt fixé, on se propose d’étudier la suite des transformés x n = T"(a: 0 ) de x 0 par T. Démontrer 
que la suite j x n { est une suite de Cauchy pour la distance h. 

d) En déduire que la suite j x n \ converge dans E vers un point limite, l, lorsque n augmente indéfiniment. 
Démontrer que l est un point invariant par T (T(Z) = l) et que c’est le seul point de E invariant par T. 

h\ 

3° a) Soit A = ( ) une matrice positive, c'est-à-dire une matrice dont tous les éléments sont dans R+. Une 

\c d) 

telle matrice sera notée A > 0. On lui associe Vapplication linéaire P de R 2 qui a pour matrice A dans la base 
e 1 = ( 1 , Ol, e, = (0,1), ainsi que la transformation homographique T de E définie au 2°. 

Démontrer au moyen de T qu’il existe un vecteur propre (x lt x 2 ) positif (£j e R+, x 2 e R+) de P, associé à 
une valeur propre positive r. Vérifier que la deuxième valeur propre de P a un module inférieur à r. 

b) On dit qu’une matrice A= ( a est primitive si ses éléments a, b, c, d sont positifs ou nuis (A ^ 0) et 

\c dj 

s’il existe un entier m tel que la matrice A m soit positive (A m > 0 ). 

Démontrer la propriété suivante : pour qu’une matrice A 0 soit primitive, il faut et il suffit que 


(5) bc ^ 0, a -j- d 7 ^ 0. 

Étendre à une matrice primitive les résultats démontrés au 3°, a) pour une matrice positive. 

III. — 1° Soit E = (R + )" l'ensemble des points x = (x u x 2 , . .., x n ), où i,.eR + . On pose de plus x 0 = 1 
et, pour deux points x, x' éléments de E : 

h(x, x') = Max |Log-^-Log -?£-• 

(,7—0,1, .... n | Xj Xj 

Démontrer que h{x, x') est une distance dans E qui définit le même espace topologique que la distance euclidienne. 

Préciser pour cette distance la boule de centre x et de rayon R. Représenter celle boule par une figure dans le 
cas du plan {n = 2 ). 

2° Indiquer les résultats qu’on pourrait obtenir par les méthodes qui généralisent celles de la partie II et comment 
ces résultats peuvent s’appliquer à la matrice A considérée à la question I, 4°. 


Solution, 

par P. L. Hennequin, Maître de Conférences à la Faculté des sciences de Clermont-Ferrand. 

I 

1 ° a< Puisque \a n \ÿ^0, 0 n’est pas racine de ( 2 ) qui est équivalente à 

<•' ’-X-u 

k -1 

« * A 

^ est pour g > 0 une fonction continue strictement décroissante de -J- x à 0, qui prend donc la valeur 1 

k=l .... 

pour une et une seule valeur réelle positive r, racine simple de g, qui change une fois et une seule de signe 
sur [ 0 , — x[ pour z = r. 

Si g = r on a donc 


G' 


g{ l 2 


r) > 0 . 
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Mathématiques élémentaires et Mathématiques spéciales. 

Indications préliminaires. — 1<> La partie II du problème est indépendante de la partie I. Il n’est 


T 9 1 jT jF / | 1 il ■ j; î ^ “ — — — 

nas nécessaire d’avoir traité les parties I et II pour commencer l’étude de la partie III. 

90 L’espace projectif (resp. le plan projectif) dont il est question dans les parties I et IV (resp. dans la partie III) 

est supposé rapporté à un repère permettant de définir chaque point P par quatre (resp. trois coordonnées homo¬ 
gènes x y z t (resp x, y, z) ; la matrice-colonne formée par un système de coordonnées du point P sera notee (P/. 

° Les’ nombres intervenant dans le problème sont des nombres du corps des complexes. 

I. — Soient a, h , c, a' : c' six nombres liés par 


1 


On considère la matrice 


M 






0 

ah' 
ac' 
h'c' 


cac'af -}- 

aba'b' - 

- 0 . 

ha' 

— ca' 

hc 

0 

eh' 

ca 

— hc' 

0 

ah 

- c'a 

a'h' 

0 



* est égal à la matrice-unité d'ordre quatre, que Ton désigne»; par Û,- et que 
. j e t_i; quel est l’ordre de multiplicité de chacune d’elles? 

2° On considère la transformation de l’espace projectif qui, à chaque point P, fait correspondre le point P 


1° Démontrer que le carré 
les valeurs propres de M sont 


défini par 


(P') = M. (P). 


relations existe-t-il 


Démontrer que cette transformation admet deux droites de points invariants. Quelles 

entre ces droites et les colonnes des matrices M + Cl et M — Q? 

deux à deux différents, et l’on définit les nombres r, r , r par les concK- 


3° On donne trois nombres u, v, w 


tions 


Vérifier les relations 


r(w - 

-p) 

...L 1 

— vw 

V’, 

O 

11 

r'(u 

— w) - 

-PI- 

L 

— wu - 

- 0, 

r"(a - 

- u ) ■ 

4- 1 

i 

— uv 

- 0. 

1 + 

r'r" 4 

“ T*T ’ 

il 

= 0, 


1 


/ // 
vwr r 


wur'r + uvrr' = 0 


On considère la matrice 


R 


0 

çr 

wr 

çw 


ur 

0 

wr 

wu 


ur 


// 


// 


çr 

0 

iw 


r'r" 

r"r 


■"t 


rr 


0 
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Montrer que les colonnes de R + Q représentent quatre points alignés du plan x 
Que peut-on dire des points représentés par les colonnes de R_ Q ? 

IL - 


y 


i +* 


t 


o. 


r , . , Dans ‘ un p!an euclidien, on donne deux points réels et distincts J et J' On anDelIe i P f aiorû 

des cercles pdss.nt par J et J' at W le I.isce.» des «raies orth.gonmx'sux cercle, T L 

las " r P-n« T a,'? ** e ‘ 

L, d«a AB recoupe .. au C a! o, a/ O. ££ 7%L ^ 

2° En général, la droite ABCD coupe les axes radicaux des faisceaux fri pt - - r 

finie; montrer que l’un de ces points est un centre d’homotliétie des cercles - - -t * r” P ,Jints a dlstance 

d’homothétie des cercles g < a . 111 et '- rlie 1 autre est un centre 

(L étude des cas particuliers n’est pas demandée.) 

3° Démontrer que les couples de droites (B J, B J') et fGJ rn nnf - 

trices. 1,1 ei iUJ ’ LJ ) ont memes directions de bissee- 

Soit (9) la famille des hyperboles écruilatères admettant T ai t' ^ 

Démontrer ,„'i, exista dans [,) une hyperbole * pussent pur A ai D 

4 ^Jss'jssrizms. zzzssrjsz:.”- «- ™ »>■ 

I J K sont sur JE); I, J', K' su, (F) ; I', J, K' su, (G); F, J', K sur (H|. 

points do S”: Tl, k’,' “ F pY frj' S » T“‘ ?»*'»** «—t 

dont i, ser, question d.ns laLuite,ioni d« ooniqTu'oCdLmpCees 1 ' * C ° m,U8S ^ “* <a ““ a “' 

mentClTl”Ctta ^ J “ 2 "' le ‘ , “ a ‘ r9 d, ' 0 ‘‘ e ‘ ,E| ’ ^ < Q >- < H ) s «™>‘ représentées respective- 


E = 0, 


F = 0 


G = 0 


H = 0 


F r H H J é j n T qu f re + f0rmes linéaires < de y> C dépendantes, trois quelconques d’entre elles par exemnle 

di diptd»efÆfp n ri.i 0 d n ,n S ,r“ e C “ mCienlS deS S “‘ d » >■ ooloDon 

F + G + I-I + E = 0. 

Tout point du plan II peut être défini : soit par ses trois coordonnées (F r m ■ a- 

qu’il donne à ces formes; soit par ses quatre « coordonnées liées » (F, G. H E) ’ c’est-à dire par 

somme nulle) qu’il donne à ces quatre formes. ' ’ ’ d 6 P S valeurs (de 

Les coniques de (f), (g), (h) seront représentées par les équations respectives 


EF — [xGH = 0, 


EG — tTHF = 0 


EH — p/'FG = 0, 


P, P, P étant des paramètres. 

Définition: On convient de dire que trois points rangés I, 2, 3 forment un cycle crui sera noté G 9 q\ w 
par 2°et 3, uim confque ** W ^ ^ 1 * *' ^ ^ "i/ - ) ' passant 

de ei 6t,SUr a’ IT 

\f) e t gü gs de (g) qui passent respectivement par A et B. q ' ’ A ’ ' B 

1° On suppose d’abord que les coniques f K et f n sont distinctes, ainsi que g x et g B . 

Démontrer, en utilisant les trois involutions déterminées sur la Hrnî+p a*r i * 
dégénérées) des trois faisceaux (f), (g), (h) que les coniaues f et on t P ^ C ° niques ( dé ^ énér ées et non 
AB; soit C ce point, qui définit un cycle (A B Q U * A ont en commun un point situé sur la droite 

(B, A D dT^"Z 1d! G "B) 1 ' ABC “ qUatFième P ° int ’ Permettant de déflnir *«>» -tre» cycles : 

?o U /rT ennent C6S réSUltatS S ' fA 6t f * (oubien S*. et 8b) sont confondues? 

(Cette question peut etre traitée indépendamment de la solution de la question III jo i 
partiel “ el’TéLïsIkr’une matritffr 111 n ° mbreS “° n nUlS ’ Vériflant IeS COI * ditions énoncées la 
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On définit la conique h x par l’équation EH — w 2 GF = 0 et les points A et B (distincts des points de 
base) comme intersections de h x avec les droites 

Hc + Qw = 0, pour A, 

H u + Fw = 0, pour B. 

Calculer, au moyen de u , c, w, r, r\ r 77 , les coordonnées liées (F, G, H, E) des points A et B; former les 
équations des coniques f A , f B , g A , g B . 

Établir par le calcul l’existence sur la droite AB des points C et D définis dans l’énoncé de la question III, 1°; 
calculer les coordonnées liées (F, G, H, E) des points C et I) et former l’équation de la conique de (h) qui 
passe par G et D. 

On montrera que les colonnes de la matrice R + Q représentent, à un facteur près, les coordonnées liées 
des points A, B, C, D. 

Former, en fonction de w, c, w seuls, une équation de la droite ABCD. 

3° On considère une conique de (f), une conique de (g), une conique de ( h ), définies par leurs équations 
respectives : 

EF — u 2 GH = 0, 

EG — ç> 2 H F - 0, 

EH — w 2 FG = 0, 


où u z , v 2 , w 2 sont deux à deux distincts. 

Les trois coniques, prises deux à deux, se coupent, en général, en six points autres que les points de base. 
Étudier la disposition de ces six points en mettant en évidence les cycles qu’ils peuvent former, ainsi que les 
matrices R qu’on peut leur associer. 

4° Quelle relation existe-t-il entre les parties II et III du problème? 

IV. — Dans l’espace projectif contenant le plan ÏÏ (de la partie IIÏ), on donne un tétraèdre dont aucun des 
sommets 0 1} 0 2 , 0 3 , 0 4 n’est situé dans n. Désignant par Q t - le plan de la face du tétraèdre opposée au som¬ 
met O- (i = 1, 2, 3, 4), on appelle (F), (G), (H), (E) les droites d’intersection de n respectivement avec les plans 

Qi, Q2» Q3Î Qé* 

On suppose que les équations des plans Q x , Q 2 , Q 3 , Q 4 sont respectivement 


X - 0, 


Y = 0, 


Z = 0, 


T = 0, 


X, Y, Z, T étant quatre formes linéaires (de x, y , z y t) indépendantes, choisies de façon que le plan n ait pour 
équation X + Y + Z-|-T = 0. Tout point de l’espace peut être défini par ses coordonnées (X, Y, Z, T), c’est-à- 
dire par les valeurs qu’il donne aux quatre formes. Les restrictions dans H des formes X, Y, Z, T sont identifiées 
aux formes F, G, H, E de la partie III. 

Les six points I, J, K, U, J 7 , K 7 , les faisceaux (f), (g), (A), les cycles dans II, ainsi que la correspondance 
entre cycles et matrices R, sont définis comme dans la partie III. 

On désigne par n x , n 2 , n 3 , n 4 les plans qui ont respectivement pour équations 

— x + y + z + t-o, 

X —Y + Z + T = 0, 

X + Y — Z + T = 0, 

X + Y + Z —T = 0. 


1° On considère dans le plan n une division de quatre points A, B, G, D tels que (A, B, G), (B, A, D) 
soient des cycles au sens de la partie III. Les droites 0 4 A, 0 2 B, 0 3 C, 0 4 D coupent respectivement H u n 2 , n 3 , n 4 
aux points A 7 , B 7 , G 7 , D 7 . 

Démontrer que ces quatre points sont alignés. 

On pourra utiliser la matrice R — Q. étudiée dans I, 3°. 

2° On donne, hors du plan n, une droite L coupant les quatre plans n. aux points {i = 1, 2, 3, 4). 
Soit le point d’intersection de la droite O^ avec le plan n. 

On suppose que les trois points X 1; X 2 , X 3 sont sur une même droite ne passant par aucun des points de base 
des faisceaux {f), (g), ( h)\ montrer que ces trois points forment alors un cycle et préciser la position du point X 4 . 

3° On revient aux points alignés A 7 , B 7 , G 7 , D 7 de IV, 1°. Trouver le lieu des droites A 7 B 7 G 7 D 7 correspondant 
à toutes les divisions ABCD portées par une droite A du plan n, donnée par ses équations : 

(X + Y+ Z + T = 0, 

( aX + pY -f* yZ = 0. 



/ 


/ 

/ 
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Analyse. 

_H est rappelé que la présentation et la rédaction sont des éléments importants d appréciation de la 

copie. 

N désigne l’ensemble des entiers naturels, R l’ensemble des nombres réels, C l’ensemble des nombres 
complexes. On appelle 9 l’ensemble des fonctions définies sur R, à valeurs dans C; si f appartient à 9, on 
note J l’élément de 9 défini par 

aeR et VîeR, f{x) = f(x + «)• 

<K 

Lorsque l’ensemble 

il/(*) — «(*)l; (f®*. S*&) 

admet dans R une borne supérieure, elle sera désignée par \\f — g||- 

I. _ 10 Soit f une fonction appartenant k 9. A tout e > 0, on associe l’ensemble E(e), qui dépend de f, 
des nombres réels t vérifiant 

Montrer que, si E (e) contient t, il contient — t, que b — a appartient à E (e) si, et seulement si, 

\\ b f-J\\<e, 

et que, si t, appartient à E (e t ) et si t, appartient à E (e,), alors t, + t* appartient à E(t, + e,). 

2° On dit qu’une fonction f de 9 appartient à £ (sous-ensemble de 9) si : 

a) elle est continue; 

b) quel que soit c > 0 , il existe un nombre réel positif l dépendant de e, tel que, pour tout a réel, 1 inter¬ 
valle [a, a -f I[ contienne au moins un élément de E (e). f! . 

Montrer que toute fonction de 9, continue et périodique, appartient à £. 

Montrer que, si £ contient f, il contient aussi: 

\f\, f (fonction conjuguée), J (Va; ae R), kf(Vk; AeC). 

3» Montrer que, si la suite f„ . de fonctions de £ converge uniformément sur R vers une 

fonction f, alors f appartient à £. . 

40 Soit f une fonction de £ et e > 0. Montrer qu’à tout nombre réel a, on peut associer un nombre réel b, 

appartenant à l’intervalle [ 0 , I[, de façon que 

\m-f(a)\<\\ i f-J\\<c. 

50 Montrer que toute fonction de £ est bornée sur R et uniformément continue sur R. 

Montrer que, étant donné e > 0, on peut lui associer q > 0, de façon que l’intervalle [— ï), + i)] soit 

contenu dans E (e). . . 

Montrer que, étant donné e > 0, on peut déterminer 8>0 et L>0 de façon que, pour tout « réel, 

l’intervalle [a, a + L[ contienne un intervalle [P, P -f 8 [ inclus dans E (e). 
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II. — On considère l’ensemble 35 des fonctions définies sur R, à valeurs dans C, continues et bornées, 
muni de la topologie de la convergence uniforme. 

On dit qu’une partie .">11 de 35 possède la propriété (II) si, à tout nombre e > 0, on peut associer un ensemble 
fini j f t \ 1 i <1 n | de points de Oïl, de façon que les boules ouvertes de centre f„ de rayon e, constituent 
un recouvrement de Oïl. 

1° a) Démontrer que 35 est complet. 

6 ) Montrer qu’une partie Oïl de vérifie la propriété (II) si, et seulement si, son adhérence est un 
ensemble compact. 

2° Soit f une fonction de 35; on appelle A(Z’) l’ensemble des J quand a varie dans R. Montrer que 
A (f) vérifie la propriété (II) si, et seulement si, f appartient à £. 

Montrer que £ contient, avec deux éléments, leur somme et leur produit. 

3° a) Montrer que, si la série 

- 4 -QO 

^ a n e a «* (i,eC,l > eR) 
n=o 

est uniformément convergente sur R, sa somme définit une fonction de 3?. 


b) Montrer que la fonction définie par 



n=l 

appartient à £ et n’est pas périodique. 

4° Comment peut-on caractériser l’ensemble £, non plus seulement dans 35 comme en II, 2°, mais dans 
l’ensemble des fonctions continues sur R, à valeurs complexes? 

III.—Dans cette partie, f désigne une fonction de £, t un nombre réel strictement positif; on pose 


K = ||f|| = sup !/'(*) |, 

1ER 



1 ° Dans le cas particulier où f est une fonction continue périodique, montrer que <p(<) admet une limite 
quand f tend vers + œ. Calculer cette limite, pour toute valeur du réel X, lorsque la fonction f est définie par 


f{r.) = e" r . 

2° a) Soit T un nombre réel strictement positif; à tout réel positif t', on associe la partie entière n de 
Montrer que 

|»(0 —*(«*T)|<—• 

n 

b) Montrer que 


Vas R, 


Ve > 0, 

a+t 


/'t ra+t 

I f(x) dx — / f(x) dx 
«/O J1 


V« > o, 

< si + 2 K l. 


c) En déduire, en décomposant l’intervalle [0, nt] en n intervalles égaux de longueur t, que 

9K7 

VneN, Vt> 0, |<p(t) — - 


l' 

T* 


d) Montrer que, étant donné c' > 0, on peut déterminer n 0 , puis i 0 , de façon que, pour tout couple (»', t*) 
vérifiant t' n 0 <o, tf n 0 t 0 , on ait 

l»(0-»(OI<*'. 

En déduire que, quand t tend vers + *>. <p(t) admet une limite M (f) et que 

Ve>0, !ç(0-M(ni<e + ?^. f ‘ 

3° Montrer que M: f—> M(f) est une forme linéaire continue sur £. 

4° Montrer que, pour tout a de R, M (f) = M (J) et que la convergence de 

— f f{x a) dx 

t Jo 

vers Mlf) est uniforme sur R. 

5° Montrer que 

— f( x + “)Â“) du 

t J 0 

admet une limite y{x) quand t tend vers -f 00 , que la convergence est uniforme par rapport à x sur R, 
que y appartient k £ et que 


m(y) = iM(nr, 

irwi< y<o) = mm- 



-3_ 


IV. —- Soit f une fonction de '£. On pose, pour tout X réel, 

a(X) = lim — f ‘ f{x)e~ r,x dx. 

t J o 


1° Dans le cas particulier où f est une fonction continue de période 2k, déterminer a.(X) pour les valeurs 
entières de X et montrer que a(X) — 0 quand X n’est pas un entier. 

2° On pose 

k 

Pfc(*) = 2 6 " e "" x ( fc .. eC > x - gR )- 

n—0 


Calculer M(|/■—P*)*). Comment doit-on choisir les nombres complexes b n pour que, f et X„ étant donnés, 
Md/ - —P fc j a ) soit minimal? Montrer que 

n 

k—0 

3° Montrer qu’à toute fonction de •£ on peut associer un ensemble dénombrable A tel que X appartient 
à A si, et seulement si, a(X) 0. Quand X parcourt A, la famille des fonctions a(X)e a * est dite associée à la 
fonction f. 

Montrer que, pour toute bijection n —X„ de N sur A, 

-f-oo 

2 m>.)P<m(| ff). 

n=o 


Déterminer la famille associée à la somme de la série uniformément convergente sur R 


+-QO 

(a„eC, X„sR). 

n=o 


Connaissant la famille associée à une fonction f, déterminer la famille associée à la fonction y définie en III, 5°. 




